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1. On montre sans problème que les valeurs propres de ( ),M a b  sont 1a +  et b 

(éventuellement confondues). De fait, si on considère, comme le suggère l’énoncé, que a 
et b sont entiers, renvoyer la valeur absolue de leur différence à 210−  près ne semble pas 
avoir beaucoup de sens puisque cette valeur devrait être entière… Cependant en obtenant 
les valeurs propres grâce à la fonction eigvals du module numpy.linalg, on 
constate que celles-ci peuvent ne pas être entières : des problèmes d’arrondi 
apparaissent… Ainsi, supposant que l’on ne dispose pas des valeurs théoriques, on se 
donne une tolérance ( 210− ) en deçà de laquelle on pourra supposer l’égalité des deux 
valeurs propres. 
 
La fonction ecart reçoit comme argument les entiers a et b (nous ne vérifions qu’ils le 
sont effectivement). 
 
Elle doit passer la matrice ( ),M a b  comme argument à la fonction eigvals. On doit 
donc, dans un premier temps, construire cette matrice. 
 
La fonction eigvals renvoie un tableau numpy comportant une ligne et deux colonnes 
puisque la matrice M est carrée d’ordre 2. Une remarque : dans le cas où le discriminant 
du polynôme caractéristique est strictement négatif, la fonction eigvals renvoie les 
deux valeurs propres complexes conjuguées. 
 
Pour obtenir la valeur approchée de 1 2d λ λ= − , il convient de considérer la valeur de la 
troisième décimale : si celle-ci est strictement inférieure à 5, on doit renvoyer 
( )E 100 /100d  mais si elle est supérieure ou égale à 5, on doit renvoyer ( )E 100 1 /100d +  

(i.e. on ajoute 1 à la deuxième décimale). 
 
On peut donc proposer le code suivant : 
 

from math import floor 
from numpy import array 
from numpy.linalg import eigvals 
 
def ecart(a,b): 

# Construction de la matrice M 
M = array([[3*a-2*b,-6*a+6*b+3],[a-b,-2*a+3*b+1]]) 
# Obtention des valeurs propres de M (appel à la 
fonction "eigvals" du module linalg) 
VP = eigvals(M) 



# Valeur absolue de la différence des valeurs propres 
obtenues 
d = abs(VP[0]-VP[1]) 
# Obtention de la troisième décimale 
d3 = floor(1000*d)%10 
if d3 < 5: 

e = floor(100*d)/100 
else: 

e = floor(100*d+1)/100 
return(e) 

 
 

2. a) D’après le document d’aide Python relatif aux probabilités, le module random de la 
bibliothèque numpy offre la fonction geometric permettant de simuler une variable 
aléatoire suivant une loi géométrique. L’appel à cette fonction requiert deux arguments : 

• le paramètre p de la loi ( ] [0 ;1p∈ ). 

• Le nombre N de valeurs souhaitées. 
 
La fonction geometric renvoie un tableau comportant une ligne et N colonnes. 
Ici, on souhaite obtenir 500N =  valeurs. On fournira donc comme argument à la fonction 
hasard le seul paramètre p. 
 
Dans un premier temps, on effectue deux appels à la fonction geometric afin de 
disposer des tableaux A et B. 
Dans un deuxième temps, on exécute 500 fois une boucle for avec i comme compteur. A 
chaque exécution, on appelle la fonction ecart avec A[ ]i  et B[ ]i  comme arguments. 
Si la valeur renvoyée par ecart à 0,1 est supérieur ou égal à 0,1 alors on incrémente une 
variable S initialisée à 0 avant la boucle. 
 
En définitive, on peut proposer le code suivant : 
 

from numpy import array 
from numpy.random import geometric 
 
def hasard(p): 

# Génération des tableaux A et B 
A = geometric(p,500) 
B = geometric(p,500) 
# On compte le nombre de fois où |A[i] - B[i]| est 
supérieur ou égal à 0,1. 
S = 0 
for i in range(500): 

if ecart(A[i],B[i]) >= 0.1: 
S += 1 

return(S) 
 
 



b) D
préc

 

On c

•

•

 
Ces 
 
On o

 
On o

Dans cette q
cédemment.

commence 

• La prem

• La seco

listes sont e

obtient le co

obtient une 

question, on
. On n’oubli

from m

par générer

mière pour le

nde pour le

hasard

500

⎛
⎜
⎝

ensuite four

ode suivant 
clf() 
X, Y =
for i 

p =
X +
Y +

plot(X

figure qui r

n va écrire u
iera pas de 
matplotli

r deux listes

es abscisses

es ordonnées

1 hasa
100 ,

0

⎛ ⎞
⎟

⎝ ⎠

rnies comm

: 

= [], []
in rang

= (i+1)/1
+= [p] 
+= [hasar
X,Y,colo

ressemble à

un script qu
rajouter dan
ib.pyplot

s comportan

s : 1 2,
100 100

s : 

2ard h
100 ,

500

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

me argument

 
ge(99): 
100 

rd(p)/50
or='r',ma

à : 

i fera appel
ns les impo
 import p

nt chacune 9

3 9, , ...,
0 100 1

3hasard
100

500

⎛
⎜
⎝

ts à la foncti

00] 
arker='o

 à la fonctio
ort une lign
plot, clf

99 éléments

99
00

 

hasar
0 , ...,

⎞
⎟
⎠

ion plot.

o') 

on hasard
ne comme :
f 

 : 

99rd
100

500

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠  

d écrite 
: 

 



 

c) O

On a
 

 
Com
cour
 
Pou
un ta
donc

 
Pou

 
Apr
 

 

On commen

a facilemen

def
r

mme précéd
rbe représen

r les absciss
ableau de v
c soin de m

r les ordonn

rès ajout de 

nce par défi

nt le code su

f f(p): 
return((

demment, il 
ntative de la

ses, on cons
valeurs grâce

mettre à jour 

nées, on util

ces lignes à

 

inir une fon

uivant : 

(2 - 2*p 

nous faut d
a fonction f.

sidère l’inte
e à la foncti
l’import

X = ar

lise la synta
Y = [

à notre scrip

ction corres

+ p**2)

définir les ab
f. 

ervalle ]0 ;1
ion arange
correspond
range(0.0

axe classiqu
f(x) for

pt, on obtien

spondant à :

 / (2 -

bscisses et l

[1  et un pas 
e de la bibl

dant !) : 
1,1,0.01)

ue : 
 x in X]

nt une figure

: 2 2
2

p −6

p)) 

les ordonnée

de 0,01. On
iothèque nu

) 

e comme :

22 p p
p
+

−
. 

es des point

n construit e
umpy (on pr

ts de la 

en fait 
rend 

 



Finalement, voici notre script complet : 
 
from math import floor 
from numpy import array, arange 
from numpy.linalg import eigvals 
from numpy.random import geometric 
from matplotlib.pyplot import plot, clf 
 
def ecart(a,b): 

# Construction de la matrice M 
M = array([[3*a-2*b,-6*a+6*b+3],[a-b,-2*a+3*b+1]]) 
# Obtention des valeurs propres de M (appel à la fonction 
"eigvals" du module linalg) 
VP = eigvals(M) 
# Valeur absolue de la différence des valeurs propres 
obtenues 
d = abs(VP[0]-VP[1]) 
# Obtention de la troisième décimale 
d3 = floor(1000*d)%10 
if d3 < 5: 

e = floor(100*d)/100 
else: 

e = floor(100*d+1)/100 
return(e) 

 
def hasard(p): 

# Génération des tableaux A et B 
A = geometric(p,500) 
B = geometric(p,500) 
# On compte le nombre de fois où |A[i] - B[i]| est 
supérieur ou égal à 0,1. 
S = 0 
for i in range(500): 

if ecart(A[i],B[i]) >= 0.1: 
S += 1 

return(S) 
 
def f(p): 

return((2 - 2*p + p**2) / (2 - p)) 
 
clf() 
X, Y = [], [] 
for i in range(99): 

p = (i+1)/100 
X += [p] 
Y += [hasard(p)/500] 

plot(X,Y,color='r',marker='o') 
 
X = arange(0.01,1,0.01) 
Y = [f(x) for x in X] 
plot(X,Y) 



Remarque (personnelle) : de façon générale, je n’importe que ce dont j’ai besoin ! Vous 
pouvez inclure dans votre script, si vous en avez envie, des instructions import plus 
générales comme « from matplotlib.pyplot import * »… 
 
 

3. a) En effectuant des opérations sur les lignes et les colonnes, on obtient diverses matrices 
semblables les unes aux autres. 
 
On part de : 

3 2 6 6 3
2 3 1

a b a b
a b a b
− − + +⎛ ⎞

⎜ ⎟− − + +⎝ ⎠
 

 
A la première ligne, on soustrait le double de la seconde. On obtient : 

( ) ( ) 2 13 2 2 6 6 3 2 2 3 1
2 3 12 3 1

a aa b a b a b a b
a b a ba b a b

− +⎛ − − − − + + − − + + ⎞ ⎛ ⎞
=⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − + +− − + + ⎝ ⎠⎝ ⎠

 

 
A la deuxième colonne on ajoute le double de la première. On obtient : 

( )
2 1 2 1

2 3 1 2 1
a a a a

a b a b a b a b b
− + +⎛ ⎞ ⎛ ⎞

=⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − + + + − − +⎝ ⎠⎝ ⎠
 

 
On soustrait la première ligne à la deuxième. On obtient : 

1 1
1 1

a a
a b a b b b
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

=⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − + − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

 
Enfin, on ajoute la deuxième colonne à la première. On obtient : 

1 1 1 1
0

a a
b b b b
+ +⎛ ⎞ ⎛ ⎞

=⎜ ⎟ ⎜ ⎟− +⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

 
En définitive : 
 

La matrice ( ),M a b  est semblable à la matrice 
1 1

0
a

b
+⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

 
 
b) Deux matrices semblables admettent le même polynôme caractéristique. D’après la 
question précédente, il vient immédiatement : 

( ) ( ) ( )( )( ), 1M a b X X a X bχ = − + −  
 
Comme nous l’avions annoncé dans la première question, la matrice ( ),M a b  admet donc 

1a +  et b pour valeurs propres avec, éventuellement 1a b+ = . 
 



Si 1a b+ ≠  alors ( ),M a b  est diagonalisable puisqu’annulée par un polynôme scindé à 
racines simples (son polynôme caractéristique). 
 
Supposons maintenant que l’on ait 1a b+ = . 

La valeur propre b est donc de multiplicité égale à 2. Avec 
0
0

x
y

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
≠⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
, on montre 

facilement que l’on a : ( ), 0
x x

M a b b y
y y

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
× = ⇔ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. Ainsi, l’espace propre associé à la 

valeur propre b est dans ce cas la droite vectorielle d’équation 0y = , c’est-à-dire un 
espace vectoriel de dimension 1 2≠ . La matrice ( ),M a b  n’est donc pas diagonalisable. 
 
Finalement : 
 

( ),M a b  est diagonalisable si, et seulement si : 1a b+ ≠ . 
 
 
c) Soit l’événement E :« ( ),M A B  est diagonalisable ». 

On a : E  : « ( ),M A B  n’est pas diagonalisable » et, d’après la question précédente : 

( ) ( ) ( )E 1 E 1 1P P P A B= − = − + = . 
Les variables aléatoires A et B prennent leurs valeurs dans *`  et on a alors, en tenant 
compte de leur indépendance : 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
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1
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Comme ] [0 ;1p∈ , il en va de même pour 1 p−  et ( )21 p−  et il vient finalement : 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

( )

2
22 2

2
0

111 1 1 1
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