PanaMaths

= Irrationalité de «

Introduction

Constante parmi les constantes, 7 justifie, par sa richesse, qu’on lui consacre des ouvrages
entiers. Rapidement présentée des les premieres classes du secondaire comme coefficient de
proportionnalité entre le périmetre du cercle et la longueur d’un de ses diametres, ses
propriétés ne se dévoilent dans les programmes que petit a petit, souvent partiellement et
fréquemment sans démonstration. Bien souvent, il faut attendre I’enseignement supérieur pour
les découvrir.

C’est le cas de I’irrationalité de 7 que nous allons établir ici via, classiquement, un
raisonnement par I’absurde. Nous allons donc supposer qu’il existe deux entiers naturels non

nuls, aeth, telsque : 7 = % .

. R . . , —_ . a
Une fois encore, ce sont les polynémes qui vont nous étre d’une grande utilité, le rationnel N

étant racine du polynéme a coefficients entiers : bX —a.
On considére en fait la suite de polynémes (Pn)neN* définie par :

¥neN*, Pn(x):%x"(bX—a)”

Plus précisément, on va s’intéresser a la suite d’intégrales (In)neN* définie par :

VneN* |, :J.O P, (x)sin x dx

. . . . a .
On « joue » ainsi sur deux tableaux : 7 annule la fonction sinus et le rationnel — est racine

de P, ... Pour le reste, poursuivez votre lecture !
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Quelques résultats sur la suite (Pn)

Calcul des dérivées

Enposant Q,(X)=X"et R (X)
entier naturel k :

(bX —a)", la formule de Leibniz nous donne, pour tout

R = Z(T]Qﬁ”Rﬁk'” (E)

Kk
i=0
On va donc, dans un premier temps, s’intéresser aux polyndémes dérivés des polynémes Q, et

R

On garde présent a I’esprit que ces deux polynémes sont de degré n.

Pour tout entier naturel j inférieur ou égal a n, on a immédiatement :
n!

(n—J)!

Q' (X)=n(n-1)(n-2)..(n-i+1) X" = X"

Si j est strictement supérieur & n, on a bien sor : Q\”(X)=0.
En définitive :
n!

Q¥ (x)={ (-1}

0 pour j>n

X" pour je[0;n]

La dérivation du polyndme R, est tout a fait similaire.

Pour tout entier naturel j inférieur ou égal a n, on a immédiatement :

R (X) =n(n-1)(n=2)..(n—i+1)bx" 1 =1L _pixri

(n-Jj)!

Si j est strictement supérieur & n, on a bien sir : R\ (X)=0.

En définitive :

n!

b!(bX —a)"" pour je[0;n]

RV (X)=1(n-j)!
0 pour j>n
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Ainsi, dans la somme du membre de droite de I’égalité (E), on doit distinguer différentes

situations selon la valeur de I’entier k en notant que les entiers i et k —i varient tous les deux
dans [0;k] :

e Si k<n, tous les polyndmes dérivés apparaissant dans la somme Z(J QR ™ sont
i=0

nonnulsetona:

—%Ik [ ] =%Zk0:( ] i ';!H) b X ™ (bX —a)"™"

Remarque : pour k =0, celle formule donne :

R (%)= :'(SJ(ni!O)! (n—gio)!bo_oxn_o(bx -a)" :%Xn (bX —a)"=PR,(X)

L’ordre de dérivation 0 redonne formellement le polynéme initial.
K (KY o
e Si n<k<2n, certains polyndmes dérivés dans la somme Z( _ ij\')Rﬁk") sont nuls.
izo \ I
Plus précisément: si i>n,ona Qfli) =0 etsi i<k—n (c'est-a-dire k—i>n),ona:
R =0. On adonc, dans ce cas :

21004 3 (e om0 B (K]t oy

nl %= i A W n—k+i)!

e Sik>2n,ona: P =0,

En résumé :

e Sik<n: Pn(k)(x)zii(l_(j(nrlli)!( _n! ' !bk—ixn—i (bX—a)n_k+i.

» Sin<ks<2n:RY(x)= an[l'(j(nrl!i)!( - b X (X —a)

e Sik>2n:P%=op.

Valeurs particuliéres

Nous allons maintenant montrer que, pour tout n entier naturel non nul, toutes les dérivées de

. a
P, prennent des valeurs entieres en 0 et en b

Soit donc n un entier naturel non nul.
Le polyndme P, étant de degré 2n, on va se limiter & k [[0; 2n].
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On s’intéresse au facteur « X" » apparaissant dans les sommes correspondant dans les
expressions de P (X).

L’exposant de « X » est non nul pour i = n. On en déduit immédiatement :
o Pour 0<k<noun<k<2n:P¥(0)=0.

e Pourk=n,ona:

n nt nl!

n 15 =iy n-i i
1%(n)y n! n! .. i 1(n) n! n! .
= — _bﬂ—lxn—l bX— = _bo bx_
nliz i (n—i)!i! ( a)+n![n}(n_n)!n! ( a)
1&(n) nlon! o i )
[ o n—|xn—| bX— bX—
m& i J(n-i)i! (bX —a) +(bX -a)

D’ou:
P (0)=(bx0-a)" =(-a)" eZ

e Pourk=2n,ona:

4 2 i i —N+i
pn(zn)(x)_lZ[ nJ n! n!_ bzn_'Xn_'(bX—a)

sl ) (n=i)(=n+i)!
2

=1( nJ”—!”—!bZ“-“XO(bx—a)"

n't n /0!o!

(20,

D’ou :

En définitive :
o VkeN\{n2n}, P¥(0)=0.
° Pn(n) (0) = (—a)" .

|
. P(0)= —(Zn”I)' b

Ainsi, quel que soit I’ordre de dérivation k, ona P" (0) e Z.




www.panamaths.net Irrationalité de =

Pour X:E.
b

yeuz . —k+i .
On s’intéresse cette fois au facteur « (bX — a)n "' » apparaissant dans les sommes

correspondant dans les expressions de Pn(k) (X ).

L’exposant de « bX —a » est non nul pour i =k —n. On en déduit immédiatement :

e Pour 0<k<nonan—k+i>0 pourtoutidans [[0;k] etdonc: P}”[%}:O.

e Pourk=n,ona:

0= 25T o

i=0

1(n n! nl 14 (n n! nl!

- ___bn—O)(n - bn |)(n i b)(
nl(oj(n—O)!O! +n!i=1(iJ(n—|)||l ( a)

:b"x"+iz[r_'j Do (bX - a)

ntz i) (n=i)tit

R [%jzb" (gj —p° xz—n:a" eN

e Pourn<k<2nonan-k+i=0 pouri=k-n etdonc:

(k) —1 - (K n! n! k=i y n—i _g\H
REX0= Z(i](n—i)!(n—kﬂ)!b X" (bX ~a)

nli5%=,

D’ou :

_L[ K n! n! (k) y n-(k=n)
n!(k—n)( —(k—n))! (n k+(k—n))!b X

+i n [kj n! n! : bk,ixn,i (bX _a)n—k+i
—i)(n—k+i)!

n!i i

oot e S e oo

D’ou :
2n-k
pl E]: k n! b" Ej _ k n! a2"kpk-n
b k—n (2n—k)! b k—n (2n—k)!
|
Ona (2 n* k) eN car n<k=2n-k <n.Parailleurs, n<k<2n=2n-k >0 et
n—

k—n>0.Ainsi,ona Pn(k)(%jeN.
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I I
e Pour k=2n, on aencore : Pn(zn)(x):(z_nl)'b” etdonc : P [%):@b”.
n!

En définitive :
e vVke[0;n-1], Pn<k>(%j=o.

[ ] Pn(n) (EJ = an .
b

I
e VkeN/n<k<2n, Pn(k)(%jz( k J(Laz”bkn

k—n 2n—k)!
P (Ej:—(zn)!b”
b n!

Ainsi, quel que soit I’ordre de dérivation k, ona P (%j eZ.

On a finalement la conclusion générale :

Pour tout entier naturel k, la dérivée d’ordre k de P, prend

pour X =0 et pour X =% des valeurs entiéres.

Une suite d’intégrales

Comme annoncé dans I’introduction, nous allons désormais nous intéresser a la suite (1,)
des intégrales définies par :

neN*

VneN* |, =.|.0 P, (x)sin x dx

Convergence de la suite (1,) .

Notons d’abord que I’on a, pour tout x réel : P, (x) =i[x(bx—a)]n :
La fonction x— x(bx a t une fonction polynéme du second degré qui prend des valeurs

négatives sur I’intervalle } et admet un minimum global sur R en % La valeur de ce

.. a a
minimum est ; — bx—_ajz
2b

2b
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Ainsi :

e Sin est impair, ona:VXe[O;%},Pn(x):%[x(bx_a)}ngo.

. . i .a 1 n
e Sinestpair,ona: vXe[O,E] Pn(x)zm[x(bx—a)] >0.

Comme la fonction sinus prend des valeurs positives sur I’intervalle [0; 7] = {O ; ﬂ ,onen

déduit finalement que la fonction ¢, : x+— P, (x)sin X garde un signe constant sur I’intervalle
[0; 7] : négatif si n est impair et positif si n est pair.
On aalors, en tenant compte de Vx e[0; z],0<sinx<1:

vneN* || :U: P, (x)sinx dx‘ = IO”

P, (x)sin x| dx = I:

P, (x)|sinx dx < I:

P, (x)|dx

En notant que la fonction polyndme x - P, (x) est la composée de la fonction x — x(bx—a)

P, (x) S%{Z_bJ

2n
P (x)dx<Z| &
> ()] [4b}

. 1 )
et de la fonction x — — x", on facilement : Vxe[0; z],0<
n!

On en déduit :

vneN% || <]

T
0

n!

En utilisant, par exemple, la formule de Stirling, on a :

%(%J";E%N(Z—;T— ‘m

2

e ea
n 2 n
Et comme lim \m(ﬂ'—bzn =400, il vient immédiatement : lim ~ a =0
nN—+w ea n—+o0 n! 4b

D’ou: lim [1,|=0 et, finalement :

n—+o00

liml =0

n—+o0o
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La suite (I,) ., est une suite d’entiers !

Les fonctions P, et sinus sont de classe #™* sur R et donc, a fortiori, sur I’intervalle [0; 7].

Ainsi, pour tout entier naturel n non nul, nous pouvons transformer |, en procédant a une
intégration par parties :

I :I”P( )smxdx

° 20

n

(
[-P,(x )cosx] +.|' P (x)cos x dx
R.(7)

+P _[ P cosxdx

Nous pouvons poursuivre :

I, _P IP xcosxdx

X
)(

7)+P,( +W [P (x)sin x dx

X)cos x]: - _[0” P (x)cos x dx
P (x)cos x dx

(2n+1)

En tenant compte du fait que I’on a P, =0, il vient:

l,=P,(7)+P, (0) PO ()= P2 (0)+ P (z)+ P (0)+...+ (~1)" P (0)+(-1)" P ()

=Y ()[R ()4 P (0)]

i=0

n

D’aprés la partie précédente, nous avons Vi e[[0;n], P (z)= P (%) eZ et P (0)eZ.

Onen conclutalors: |, €Z.

VneN* | eZ
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Remarque : I’expression de |, obtenue ci-dessus ne fait apparaitre que des dérivées d’ordre
pair de la fonction polynéme P,. De fagon rigoureusement équivalente, nous aurions pu poser

. .
I :IO P, (x)cosx dx, auquel cas, on aurait obtenu :

I, =—PY (7)=PY(0)+ PP (z)+ PP (0)—...+(-1)" PV (0) +(-1)" P (7)

n n n

n-:

_ Z;(_l)iﬂ[Pn(ziu) (7[) " Pn(znl) (O)]

Ce sont cette fois les dérivées d’ordres impairs qui nous auraient permis de conclure (a
I’identique ...)

Irrationalité de »

Dans la partie précédente, nous avons établi que la suite (1, )neN* était une suite d’entiers
convergeant vers 0. Une telle suite est nulle & partir d’un certain rang. En effet, en

considérant, par exemple, & = > la convergence vers 0 garantit I’existence d’une entier N tel

que n> N :>|In|<%,c'est-a-dire n>N=|l,|=0.

Pour tout entier n strictement supérieur a N, on a donc : IO” P,(x)sinx dx=0.

Mais nous avons également vu dans la partie précédente que, pour tout n entier naturel non
nul, la fonction ¢, : x+— P, (x)sinx gardait un signe constant sur I’intervalle [0; ]. Cette

fonction étant continue sur I’intervalle [0 ; ;z] comme produit de deux fonctions continues sur
cet intervalle, la nullité de I’intégrale I, entraine celle de ¢,. Onadonc :

VneN* vxe[0; ], P,(x)sinx=0

n n

Commeona: Vxel0;z[,sinx=0 et P,(0)=P,(7)=P (%}zo,ilvient:
vneN* vxe[0;x],P,(x)=0

Une fonction polynéme s’annulant sur un intervalle de longueur non nulle est nulle sur R et
donc sur cet intervalle. On adonc : Vne N*, P, =0, ce qui est absurde puisque pour tout n

. . R , , a
entier naturel non nul, la fonction polynéme P, ne s’annule qu’en O et en 5

On a finalement abouti a une contradiction : 7 n’est pas rationnel !

reR\Q
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Quelques decimales pour finir ...

Pour finir, nous fournissons ci-dessous I’écriture décimale de 7 en faisant apparaitre ses
1 000 premiéres décimales :

ﬂ = 3.1415926535897932384626433832795028841971693993751058209749445923
078164062862089986280348253421170679821480865132823066470938446095505822317
253594081284811174502841027019385211055596446229489549303819644288109756659
334461284756482337867831652712019091456485669234603486104543266482133936072
602491412737245870066063155881748815209209628292540917153643678925903600113
305305488204665213841469519415116094330572703657595919530921861173819326117
931051185480744623799627495673518857527248912279381830119491298336733624406
566430860213949463952247371907021798609437027705392171762931767523846748184
676694051320005681271452635608277857713427577896091736371787214684409012249
534301465495853710507922796892589235420199561121290219608640344181598136297
747713099605187072113499999983729780499510597317328160963185950244594553469
083026425223082533446850352619311881710100031378387528865875332083814206171
776691473035982534904287554687311595628638823537875937519577818577805321712
26806613001927876611195909216420198...




