PanaMaths

- Moyennes et geométrie

Introduction

Dans cette note, nous nous intéressons aux moyennes arithmétique, géométrique et
harmonique de deux réels strictement positifs. Plus spécifiqguement, on peut en donner des
représentations géométriques simples (historiquement attribuées a Archimede).

Un résultat préliminaire

On a, dans un triangle rectangle, un résultat essentiel (et treés pratique dans de nombreuses
démonstrations !) dont nous allons avoir besoin dans la partie suivante.

Soit donc ABC un triangle rectangle en A.
On note H le pied de la hauteur issue de A.

Onaalors :

|HA? = HBx HC

En effet :

tan(ﬁ:%:tanmzﬂ
HB HA

D’ou le résultat.
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Des représentations géométriques pour les moyennes
arithmétique, géométrique et harmonique.

Considérons des réels strictement positifs a et b.
Rappelons que I’on définit :

[EEN

e Lamoyenne arithmétique mde a et b par: m==(a+h).

N

e Lamoyenne géométrique g deaetbpar: g=+ab.

e La moyenne harmonique h de a et b par : 1.1 1+1 , Soit: h =Lab.
h 2\la b a+b
On considére alors la figure ci-dessous ou :

e Acet O sontdeux pointstelsque: OA=a.
e Besttel que: O, Aet B sontalignés, B n’appartient pas au segment [OA] et OB=b.

e O estle milieu du segment [AB].
e ¢ estlecercle de diamétre [AB].

e C est un des points d’intersection du cercle # et de la perpendiculaire a la droite
(AB) passant par O.

e Hest le pied de la hauteur issue de O dans le triangle QOC rectangle en O.
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Comme le point O appartient au segment [AB],ona: AB=AO+0OB=a+b.
Comme le point Q est le milieu du segment [AB], il vient immédiatement :

AQ:QB:E:a_m
2 2

On obtient ainsi la moyenne arithmétique de a et b.

m:aTer:AQ:QB

Le triangle ABC est inscrit dans le cercle #” et le segment [ AB] est un de ses diameétres. On
en déduit immédiatement que le triangle ABC est rectangle en C.
D’apreés le préambule, on a alors : OC* =0AxOB=ab.D’oli: OC = Jab.

On obtient ainsi la moyenne géométrique de a et b.

g=+/ab=0C

Le triangle QOC est rectangle en O. Comme le point H est le pied de la hauteur issue de O,
on a, d’apreés le résultat préliminaire :

HO? = HQxHC
Le triangle OHC étant rectangle en H, le théoreme de Pythagore nous donne :
HC? + HO?* =0C?
Soit, en tenant compte de OC® =ab et HO* = HQx HC :

HC? +HQxHC =ab

Mais on a aussi : HQ+HC=QC:QA=aT+b. D’ou: HQ:aTer—HC,puis:

a+b a+b

. . 1 a+b 1(1 1
Onentireenfin: —=——=—| =4+ |.
HC 2ab 2\a b

On obtient ainsi la moyenne harmonique de a et b.

he 2ab

= =HC
a+b
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Comparaison des moyennes

Des consideérations géométriques nous permettent facilement d’obtenir : HC <OC < QB,

soit :

Retrouvons et complétons cette double inégalité par le calcul.

Les moyennes m et g étant strictement positives (a et b I’étant), on peut comparer leurs
carres :

m’-g° :(a_”)jz_mz _a’+2ab+b® &’ -2ab+b’ :(a—b)2
4 4 4

Le résultat obtenu étant positif, on en déduit : m* > g?, puis m>g.

On a, par ailleurs : h:Lab:a—b,soit h:g—.
a+b a+b m
2
2
Commem2g>0,ilvient:0<i££.D’ou:h:g—:ixgzsixgzzg.
m g m m

Onabien: h<g<m.
Supposons maintenant que I’on ait: 0 <a<b.

Ona:

_ 2ab Cae 2ab-a(a+b) _ab-a’ a(b-a)
a+b a+b a+b a+b

h-a

Comme b>a,ona h>a.

Par ailleurs : b—m:b—a—m:b_—a.
2 2

Comme b>a,ona b>m.

En définitive :

IA
QD
(o3

min(a,b)<h<g<m<max(a,b)




