Lycée Fénelon Sainte-Marie
Préparation Science-Po/prépa HEC

Sommes
Version du 17 octobre 2015

Exercice 1 — Sommes de référence

Des résultats classiques a savoir démontrer par récurrence :

Zn:k _ n(n2+1) | kzn;kz _n(n +1)6(2n+1) o Zn:k3 :[n(n;l)jz :(ika

Exercice 2 — Une autre somme de référence

n
Dans cet exercice, on se propose de calculer Z k*.
k=1

1. Alaide de la formule du bindme, développer : (k +1)5.

n n-1
2. Enremarquant que I’ona: Z k> = Z(k +1)5 , utiliser le développement de la question 1
k=1 k=0

pour établir I’égalité :

Zn:k“ =n* +n§:k4 =n* ﬁtl(n5 —1Onik3 —10n§:k2 —SEK —nzlllj
k=1 k=1 5 k=1 k=1 k=1

k=1
3. En déduire alors :

n(n+1)(2n+1)(3n* +3n-1)

n 4_
Z‘k B 30

Exercice 3 — Sommes doubles (Episode 1)

Calculer :

> (i+0), X (i+i)et 3 (i+])

I<i<j<n I<i<j<n 1<i<n
1<j<n
i=]

Quelle relation existe entre ces trois sommes ? En donner une interprétation.
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Exercice 4 — Sommes doubles (Episode 11)

Calculer :

1s§;n(ix i) 1s;;n(ix j) et 1;’.1(” )

1<j<n
i=]
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Corrigeés

Exercice 1 — Sommes de référence

Les démonstrations sont classiques et nous ne les rappelons pas ici.

Exercice 2 — Une autre somme de référence

1. On a facilement (pour un exposant petit tel 5, il ne faut pas hésiter a reconstruire
rapidement les premieres lignes du triangle de Pascal) :

1

11

12 1
13 3 1
14 6 41
1510 10 5 1

D’ou :

(k +1)5 =k®+5k* +10k> +10k* +5k +1

n n-1
2. Ona: > k*=) (k+1)’ (une telle égalité résulte d’une « simple » réindexation de la
k=1 k=0
somme). En utilisant le développement de la question précédente, on a alors :

>3 (k1)
k=1 k=0
e Yk = ni(kS +5k* +10k® +10k” + 5k +1)
k=1 k=0

o n5+§k5 :§k5+5§k4+10§k3+10§k2 +5nik+ni1
k=1 k=0 k=0 k=0 k=0 k=0 k=0

1 i n-1 n-1 n-1 n-1 n-1
en’ +§<:i\<+52k4 +10D k*+10> k*+5) k+>'1
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=0
n-1 n-1 n-1 n-1 n-1
<:>5Zk4=n5—[102k3+102k2+52k+ 1]
k=1 k=1 k=1 k=1 k=0

n-1 n-1 n-1 n-1 n-1
= k“:l(nf’—loZk?’—loZkz—SZk— 1]
k=1 S k=1 k=1 k=1 k=0
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n-1
En remarquant que I’on a ZK“ =n +Zk4 il vient finalement :

k=1 k=1
Zn:k4:n4+nik4_n += En —102k3—102k2—52k le
k=1 k=1 k=1

3. En utilisant les sommes classiques du premier exercice :
ISR +—[n 10371105 K53 k- le
k=1
:%[n5+5n4_10£n(n2—1)] _10n(n—l)(2n—1)_5n(n—1)_n]

6 2

:%(n5 +5n* —gnz (n—l)2 —%n(n—1)(2n—1)—gn(n—1)—nj

1 n
=—x€(6n4 +30n° ~15n(n-1)° ~10(n-1)(2n-1)-15(n 1)~ 6}

=%(6n4 +15n° +10n° ~1)

—1 est racine (presque ? ©) évidente de 6n* +15n° +10n —1. On a alors facilement :

6n‘ +15n° +10n° —1=(n-+1)(6n° +9n° +n 1)
La calculatrice peut nous conduire sur la voie d’une racine « simple » de 6n*+9n°+n-1:

—%. Onaalors: 6n°+9n° +n-1=(2n +1)(3n2 +3n —1).

Le trindbme 3n® +3n-1 admet un discriminant irrationnel. Ses racines le sont également.
Nous n’en fournissons de fait pas une forme factorisée.

Onadonc : 6n*+15n°+10n* ~1=(n+1)(2n +1)(3n2 +3n —1) et, finalement :

Zk“ (6n +15n° +10n° 1):3—%(n+1)(2n+1)(3n2+3n—1)

(n+1)(2n+1)(3n*+3n-1)

Z 30
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Exercice 3 — Sommes doubles (Episode 1)

Ona:
> (( (i+1) +1)x|+lzl+:lj]:?l(nx| |)+T:(JZT;1]J
nxr:zj’l ?ZIZJFZ[,ZIJ JIZJ)
_nxn(n—l)_n(n—l)(Zn—1)+”1[n(n+l)_i(i+1)]
2 6 Y 2 2
:n(rzm—l)_n(n—l)6(2n—1) n(n+1) nz_:l—%xni(lz )
n’(n-1) n(n-1)(2n-1) n(n+1) 104, 1 ot
=" 5 = X(n_l)_E;I —EX;I
_ n’(n-1) _ n(n-1)(2n-1) . n(n+1)(n-1) ~ n(n-1)(2n-1) ~ n(n-1)
2 6 12 4
_ ”(22_ )x[6n-2(2n—1)+6(n+1)—(2n—1)—3]
_ ”(le)x(mmﬂmmemﬂﬂ)
= n(22_ )x(6n+6)
:n(nz—l)
2
DICHS AR DTS AP IIF)
:g[nxi+jnlj]:nxgi+gn(n; )
_ n(n+1) n(n+1)
2 2
=n*(n+1)
Z(|+J):Zn:Zi=2xzn:|:2xnx(n+1)=nx(n+1)
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K;gn(” j)= n(”z_l_) , K;‘gn(H j)=n’(n+1) et ];H(H j)=n(n+1)

Dans une somme double, on somme sur des couples. Ainsi, I’ensemble
{(i ,j)eNxN/l<i<netl<j< n} correspond, dans le plan, a un ensemble de points, de
coordonnées entiéres, situés dans un carré. L’ensemble {(l , j)eNxN/1<i<neti= j}

correspond aux points situés sur une des diagonales de ce carré (la premiére bissectrice en
I’occurrence). Enfin, I’ensemble {(l , j) e NxN/1<i< j< n} correspond a un demi-carré, en
I’occurrence, I’ensemble des points du premier carreé situés au-dessus de la diagonale
précédente.

On peut donc écrire I’ensemble {(l , j)eNxN/1<i<netl<j< n} comme la réunion de

trois ensembles deux a deux disjoints :
{(i,i)eNxN/1<i<netl<j<n}={(i, j)eNxN/1<i< j<n|
U{(i. j)eNxN/1< j<i<n}
U{(i, j)eNxN/1<i<neti= j}

Ainsi,ona: Y (i+j)= > (i+j)+ > (i+j)+ D (i+]).
I<i<j<n I<i<j<n I<j<i<n ]léljggr:]
1=]
Dans les deux premiéres sommes, les indices i et j jouent des roles symétriques. Elles sont

égales. En définitive, on a:

K;Sn(” J')=2><1§§§n(i+ J)+1§n(i+ j)

1<j<n
i<
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Exercice 4 — Sommes doubles (Episode 11)

Ona:

>

(n(n+1)xi-i*x(i+1))

1
Py

Il
I
X
>
—_
>
|
—
X
——
(2]
>
—_
>
+
-
~
|
w
>
—
>
|
[y
~
|
N
—
N
>
|
[y
~—
—

_n(n- )x(6n2+6n—3n2+3n—4n+2)
24

- n(24—1) ><(3n2 +5n+2) =%x(n +1)(3n+2)

B n(n®-1)(3n+2)
24

A titre d’illustration, avec n =3, on obtient :
D (ixj)=1x2+1x3+2x3=2+3+6=11

I<i<j<n

Et:
n(n’ —1)(3n+2):3x(32—1)x(3><3+2):3X8X11:11
24 24 24
Avec n=4:
D (ixj)=1x2+1x3+1x4+2x3+2x4+3x4
I<i<j<n
=2+3+4+6+8+12
=35
Et:

n(n2—1)(3n+2)_4x(42—1)x(3x4+2)_4x15><14_@xx5><><7_35
24 N 24 24 -
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M
_
X
N
SN—"

I

M-
|
o

3 (ixj)_n(n —1)(3n+2), ¥ (ixj)_{n(n;l)j o 1;n(ixj):n(n+1)6(2n+1)

I<i<j<n 24 I<i<j<n

De facon similaire a ce que nous avons obtenu a I’exercice 3, comparons : Z (ix])et

S (ixj)rax Y (ix]). e

1<i<n I<i<j<n
1I<j<n
i=]

ona: Y (ixj):(n(n—Jrl)]z et, par ailleurs :

1<i<j<n 2

n(n®-1)(3n+2
Y (ixj)2x 3 (ixj)-m0ED@Y o (' -1)(3n+2)
::E.si_sn I<i<j<n 24
<j<n
i=]

n(n+1)(2n+1) . n(n2 —1)(3n+2)

6 12
=20, 2 (2n 1) e (n-1)x (a0 +2)
- n(zgl)x(4n+2+3n2—n—2)
- n(zgl)x(3n2+3n): r](thl)XSn(n+1)
_ nz(n+1)2

4

2]
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On a bien :

> (ixi)= X (x)e2x 3 (ix)
I<i<j<n I<i<n I<i<j<n

1<jsn

1=]
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