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1" Probléme : étude d’une famille de fonctions

Dans ce probleme, on se propose d’étudier la famille de fonctions définie par :

X

e
e* —mx

f :x—

m

ou m est un réel non nul.

On note Cy, la courbe représentative de la fonction f, dans un repéere orthogonal.

1°" partie
Etude d’une premiere famille de fonctions

Etude de la famille de fonctions définie par :

g, . X e —mx
ou m est un réel non nul.
On note % la courbe représentative de la fonction g, dans un repere orthogonal.

1. Donner le domaine de définition 2, de la fonction g,, .

2. Déterminer les limites de la fonction g, aux bornes de son domaine de définition.
On précisera les asymptotes éventuelles et, le cas échéant, on précisera la position de #,
par rapport a son(ses) asymptote(s).

w

Etudier les variations de la fonction g,,.

>

Dresser le tableau de variation de la fonction g,,.

Donner le signe de g, (X).

6. Donner, pour différentes valeurs de m représentatives des diverses situations rencontrées,
les allures des courbes %, correspondantes.
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2éme

partie
Etude des fonctions f;,

1. Envous aidant de la question 5 de la premiére partie, donner le domaine de définition Dy,
de la fonction fi,.
2. Déterminer les limites de la fonction f_ aux bornes de son domaine de définition.

On précisera les asymptotes éventuelles et, le cas échéant, on précisera la position de Cy,
par rapport a son(ses) asymptote(s) (on montrera, en particulier, que toutes les courbes Cp,
admettent une méme asymptote dont on précisera une équation).

3. Montrer que I’on a, pour tout réel x de Dy, :
e*(1-x)

f'm(x)zm 2
(e —mx)

4. Etudier les variations de la fonction f_.

On montrera, en particulier, que pour tout réel m non nul différent de e, la fonction f

admet un extremum et que tous les points correspondants appartiennent a une méme droite
dont on précisera I’équation. Tout point de cette droite est-il un extremum d’une certaine
courbe Cy, ?

5. Dresser le tableau de variation de la fonction f_ .

6. Montrer que toutes les courbes Cy, passent par un méme point dont on preécisera les
coordonnées.

7. Donner, pour différentes valeurs de m représentatives des diverses situations rencontrées,
les allures des courbes Cy, correspondantes.
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2™ nrobléme : une formule célébre

On rappelle que pour tout entier naturel n, on définit « la factorielle de n », notée n! comme
suit :

Sin>0,nl=1x2x3x...xNn
0l=1

Le principal objectif de ce probleme est de démontrer le célébre résultat suivant, di au
mathématicien écossais James STIRLING (1692-1770) :

|
lim—"" 1

n—+oo n n
2zn| —
€

. o _u
On rappelle que si (u,) et (v,) sont deux suites vérifiant : lim —~=1 alors, pour n

N—>+o0 \/
n

« grand », on peut utiliser I’'une des expressions u, ou v, pour approcher I’autre. Ainsi, la

formule de Stirling permet d’approcher n! par /2zn (E] .
e

1°" partie
Calcul des intégrales de Wallis

Dans cette partie, on s’intéresse aux intégrales de WALLIS (mathématicien anglais.
1616-1703) définies par :

W, = J'fcos” (t)dt

ou n est un entier naturel.

1. Calculer W, et W, .
2. a. Justifier I’inégalité : VneN,W, > chosn (t)dt.

. 1 T z .
b. En utilisant cos(t)>—= sur | 0; = |, montrer que I’'ona: | “cos"(t)dt > 0 puis
(1> { 4} q Jocos” (t)dt>0p

W >0.
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3. Montrer que pour tout n entier naturel, on a :

Wn+2 r]_—i_lvvn
n+2

Indication : on utilisera cos™?(t) = cos® (t)cos" (t) = cos” (t)—sin®(t)cos" (t) et on
pensera a integrer par parties.

4. Montrer que pour tout p entier naturel, on a :

5. Calculer W,, W, et W, .

6. a. En reprenant la définition de W, , montrer que la suite (W, ) est décroissante puis en
déduire que pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2, on a:

1 < Wn—l < Wn—2

Woow

n

b. En utilisant le résultat de la question 3. déduire de la question précédente que I’on a :
lim Wt 1

n—+oo Wn
c. Montrer que I'on a :

YneN* nW W ==,
d. Déduire des deux questions précédentes :

. \_ T

nILrPoo(an )_ 2

e. En déduire enfin la formule de WALLIS :

lim W, =1
n—+o00 1
2n
f. Donner une valeur approchée de W,, et la comparer a la valeur exacte : W,, = %
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2°™ partie

La formule de Stirling

On définit la suite (u, ), .. par:

On définit ensuite la suite (v, ) ., par:
vneN* v, =In(u,)
1. Montrer que pour tout entier naturel n non nul, ona:
Vn+1_vn =f (n)

ou f est la fonction définie sur I’intervalle [1; +oo[ par :

f(x):l—(x+%)ln(1+%)

2. Dans cette question, on se propose d’étudier la fonction f.

a. Dresser le tableau de variation de la fonction f ' sur I’intervalle [1; +oo[.

b. Montrer que pour tout réel x dans I’intervalle [1; +oo[, on a I’encadrement :

1 1 1
——<In|1+=|<=
X+1 X X

Indication : on étudiera les fonctions x — In(lJrlj—i et XI—>1—|I'](1+£]
X X+1 X X

sur I’intervalle [1; +oof.

En déduire la limite de la fonction f en +oo.

c. Dresser le tableau de variation de la fonction f sur I’intervalle [1; +oo[.
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On définit maintenant la suite (w,) _

3. Montrer que pour tout entier naturel n non nul, on a:
Wn+1 _Wn =g (n)

ou g est la fonction définie sur I’intervalle [1; +oo[ par :

4. Dans cette question, on se propose d’étudier la fonction g.

a. Dresser le tableau de variation de la fonction g ' sur I’intervalle [1; +oo[.
b. Dresser le tableau de variation de la fonction g sur I’intervalle [1; +oo[.

5. Déduire des questions précédentes que les suites (v,) . et (w,) . sont adjacentes.
Montrer alors que la suite (un )neN* converge vers une limite L strictement positive.

6. Montrer que pour tout entier naturel n non nul, ona:

W = F Uy

" Jan (u,)

En déduire alors :

. W
lim —2 e
nN—+0o T L

Jan

7. En utilisant la question 6.e. de la premiére partie, montrer que I’on a :

lim Way =1
n—>+m1 z

2\n

8. Déduire des deux questions précédentes que I’ona: L=+/27 et obtenir finalement la
formule de Stirling.
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3éme

partie
Deux applications : un jeu et une loi limite

Un jeu

On considere une piéce bien équilibrée que I’on lance 2n fois (n est un entier naturel non nul).
On s’intéresse a la variable aléatoire X correspondant au nombre de « FACE » obtenus et on

pose p,=p(X=n).

1. Préciser, en justifiant, la loi suivie par X et en donner les parametres.

2. Exprimer p, en fonction de n.

3. Grace a la formule de Stirling obtenue a la partie précédente, montrer que I’on a

lim p/zn =1

N—+o0

4. Déduire de la question précédente la limite de p, et commenter le résultat obtenu.

Une loi limite

On considere une suite de variables aléatoires (X, ) ..
Pour tout n entier naturel non nul, X, suit la loi binomiale de parametresnet p, .
On suppose que pour tout entier naturel n non nul, ona: E(Xn): nxp,=A4 ou A estun réel

strictement positif fixé (toutes les variables aléatoires X, admettent la méme espérance).
Soit k un entier naturel fixé.

1. Montrer que pour tout entier naturel n non nul supérieur ak, on a:

0,0~ (3) (52

2. Montrer que I’on peut écrire la probabilité précédente :

n—k n-k K K 1 n

yh n! Vzﬂ(n_k)( e j no 1_ﬁ (1_nj
p(ank)zwx —X o X kxe x T -
= [ M A U P Y

e n n

n
. . a
3. Onrappelle que I’on a, pour tout réel a : lim (1+—j =e®. Montrer alors que I’on a:

nN—+w n

k
lim p(X, = k)=ﬂ—e‘*

n—+00 k !
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