PanaMaths

- Introduction au calcul matriciel

Définitions

Notion de matrice

On appelle « matrice de dimension nx p » ou « de type (n, p) » un tableau de nombres réels

comportant n lignes et p colonnes (n et p sont deux entiers naturels non nuls).
Une matrice s’écrit entre parentheses.
Les réels apparaissant dans la matrice sont appelés « éléments » ou « coefficients ». On les
repere a I’aide de deux indices entiers : un premier indice (compris entre 1 et n) correspondant
a la ligne de I’élément et un second (compris entre 1 et p) correspondant a sa colonne.
On pourra ainsi écrire :

A= (aij )1§isn ou A= (aij )

I<j<p

Si une matrice ne comporte qu’une ligne (elle est donc de dimension 1x p) on dit qu’il s’agit
d’une « matrice ligne ».

Si une matrice ne comporte qu’une colonne (elle est donc de dimension nx1) on dit qu’il
s’agit d’une « matrice colonne ».

Si une matrice A comporte n lignes et n colonnes, on dit qu’il s’agit d’une « matrice carrée
d’ordre n ».
Dans ce cas, les éléments a; sont appeles « éléments diagonaux » de la matrice A ; ils

forment la « diagonale principale » de cette matrice.

Remargue importante : une matrice carrée d’ordre 1 ne comporte qu’un élément et peut étre
confondue avec le réel correspondant.

Par exemple :
8 2 O Vs
2 -5 134 0 2
A= ,B= -3 25 1|, C=(-96 0 235 8 8)etD=|r
-11 2 0 6 .
-21 0 54 V4

La matrice A est de dimension 2x4, la matrice B est une matrice carrée d’ordre 3, la matrice
C est une matrice ligne de dimension 1x5 et D est une matrice colonne de dimension 3x1.

L’élément a,, de la matrice A vaut 1,34.
Les éléments diagonaux de la matrice B sont: b, =8, b,, =25 et b,, =54.

La matrice E =(8,5) peut étre confondue avec le réel 8,5.
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Matrices particulieres

Matrice nulle

On appelle « matrice nulle de type (n, p) », 0U « matrice nulle » si aucune ambiguité n’est a

craindre, la matrice de type (n, p), notée O (ou O, lorsque la matrice est carrée d’ordre n),
dont tous les éléments sont nuls.

Par exemple :
00
0=0,=
00

Matrice identité

On appelle « matrice identité d’ordre n », ou « matrice identité » si aucune ambiguité n’est a
craindre, la matrice carrée d’ordre n, notée I, ou I, dont:

e tous les éléments diagonaux sont égaux a 1.
e tous les eléments non diagonaux sont nuls.

Par exemple :
1 00
,={0 1 0
0 0 1
Egalité

Soit A et B deux matrices de dimension nx p.
Les matrices A et B sont dites « égales » si, et seulement si, pour tout couple d’indices (i, j)
(i entier veérifiant 1<i <n et entier vérifiant 1< j < p), les éléments a; et b, sont égaux.

Remarque : en utilisant la notation [[1; n]] pour désigner I’ensemble des entiers compris entre
letn,il vient:

A=B o Vie[l;n], vje[l; p]. a; =b;
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Opérations

Addition

Soit A et B deux matrices de méme dimension nx p.
On appelle « matrice somme » des matrice A et B la matrice C = (cij) de dimension nx p
obtenue en additionnant entre eux les éléments correspondants des matrices A et B :

vie[l;n],vje[1; p].c;

]

=a; +by

3 7 15 7 0 -38
C=A+B
_-120—5+45 5
3 7 15) =7 0 -38

-12+4 0+5 -5+5
3+(-7) 7+0 15+(-38)

(-85 0
-4 7 -23

-12 0 -5 4 5 5 . .
Par exemple, avec A= et B= , il vient :

Multiplication par un réel

Soit A une matrice de dimension nx p et soit & un réel.
On appelle « matrice produit » de la matrice A par le réel « , la matrice «A=B = (b,j) de
dimension nx p obtenue en multipliant chaque élément de la matrice A par le réel « :

Vie[l;n],b; =axa

ij

-12 0 -5
3 7 15

A=(3x(—12) 3%0 3x(—5)]:[—36 0 _15j

Par exemple, avec Az[ J et k=3, il vient:

3x3 3x7 3x15 9 21 45
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Multiplication

Un calcul fondamental

Soit L une matrice ligne de dimension 1xn et C une matrice colonne de dimension nx1.
On appelle « matrice produit de L par C » la matrice LC de dimension 1x1 définie par :

Cll
LC=(l, I, - | )x Ca | _ l.xc.+l,xc,+---+| xc.)= n| X C
_(11 12 ln) _(11 11 12 21 1n nl)_ Zlk k1
k=L
Cnl

La matrice ligne est ainsi « balayée » de la gauche vers la droite et la matrice colonne de haut
en bas.

Par exemple :
11
(2 -8 7)x| 6 |=2x11+(-3)x6+7x(-5)=22-18-35=-31
-5

On peut classiquement poser le calcul comme suit :

11
6
-5

(2 -3 7) (2x11+(-3)x6+7x(-5))

Définition

Soit A une matrice de dimension nx p et B une matrice de dimension pxq.

On appelle « matrice produit de A par B » la matrice C = AB de dimension nxq telle que
pour tout couple d’indices (i, j) (i entier compris entre 1 et n et j entier compris entre 1 et q),
I’élément c; est égal au produit, au sens du calcul fondamental ci-dessus, de la matrice ligne

correspondant a la iéme ligne de A par la matrice colonne correspondant a la jeme colonne de
B:

n
=ail><b1j +aiz><sz +'“+ainanj =Z:aik><bkj
P

Vie[1;n], vie[1;q] c;

1
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On note que le produit ne peut étre effectué que si le nombre de colonnes de la premiere
matrice est égal au nombre de lignes de la seconde.

Formellement, en adoptant la disposition classique :

B de dimension pxq

2q

b, by, - - by,
Q; Q, - Gy alp Cy Gy - Gy o Clq

2p 2q

Q
=
o
=
o
=
o
o
a

an1 anZ a'nk anp Cnl Cn2 an qu
Ade dimension nxp C=AB de dimension nxq
0o -2 -7
2 0 -5 L
Par exemple, avec Az(—l 3 —2} etB=|-5 1 3 |, ilvient:
2 1 -
0
-5 1
2 1
(2 0 —SJ 2><0+O><( )+( 5) >< 2+O><1+ 5><1 x( )+O><3+( )x( 1)
-1 3 -2) |(-1)x0+3x(-5)+(-2)x2 (- )( )+3><1+( 2)x1 (=1)x(-7)+3x3+(-2)x(-1)
D’ou :
0o -2 -7
2 0 -5 -10 -9 -9
AxB= x|l-6 1 3 |= =
[—1 3 —ZJ [—19 3 18)
2 1 -
Remarques :

© Les contraintes sur les dimensions des deux matrices font que pour deux matrices A et B
quelconques, le produit Ax B n’existe pas nécessairement (le nombre de colonnes de la
premiere matrice doit étre égal au nombre de lignes de la seconde).
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@® Le fait que le produit Ax B existe ne garantit pas que le produit Bx A existe ! En fait, ces
deux produit existent si, et seulement si, les dimensions des matrices sont respectivement
nxp et pxn.

© Si les dimensions des matrices A et Bsont nx p et pxn avec n= p alors la matrice

Ax B est une matrice carrée d’ordre n tandis que la matrice B x A est une matrice carrée
d’ordre p. Elles ne peuvent donc étre égales !

® Méme lorsque A et B sont toutes deux des matrices carrées d’ordre n, les matrices Ax B et
B x A n’ont aucune raison, a priori, d’étre égales !

Les remarques précédentes doivent vous faire prendre conscience que le produit matriciel est
une opération singulierement différente du produit des réels ...

Quelques propriétés

Lorsque les opérations sont possibles, on a :
. (AXB)XCZAX(BXC) ;

° Ax(B+C)=AxB+A><C ;

° (A+B)><C=AXC+B><C.

Puissance d’'une matrice carrée

Soit A une matrice carrée d’ordre n et soit n un entier naturel.
On définit « la puissance nieme de la matrice A » comme suit :
A =1,
VneN* A" = Ax Ax Ax---x A

La matrice A apparait
n fois dans le produit.

Remarque :

© Toute puissance de la matrice | est égale a la matrice 1.

@® Toute puissance d’exposant non nul de la matrice O, est égale a la matrice O, .
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Matrice de transition

Définition

On appelle « matrice de transition » toute matrice carrée T telle que :

e Tous les éléments de T appartiennent a I’intervalle [0;1].
e Pour toute ligne de T, la somme des éléments de la ligne est égale a 1.

Par exemple :
0,5 015 0,35 0,5+0,15+0,35=1
T=/0,2 0,7 01 0,2+0,7+0,1=1
0,74 0,08 0,18 0,74+0,08+0,18=1

Les matrices de transition interviennent dans des situations modélisées a I’aide de graphes
probabilistes. L’élément t; de la matrice de transition T est égal a la probabilite de passer de

Iétat S; alI’état S; (en d’autres termes, il s’agit du poids de I’aréte orientée (si,sj) du
graphe probabiliste).

Etat stable d’une matrice de transition

Soit T une matrice de transition d’ordre n.
Soit M une matrice ligne de dimension 1xn.
On dit que M est « un état stable de T » si M vérifie :

e Lasomme des éléments de M est égale a 1.
e MxT=M.

Théoreme

Soit T une matrice de transition d’ordre 2.

Si T ne comporte pas d’élément nul, alors T admet un état stable unique qui est la solution de
I’équation matricielle :

XxT =X
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