PanaMaths

-> Suites numeriques

Dans ce chapitre, le terme « suite » désigne une suite numérique (c'est-a-dire, dans le cadre du
programme de Terminale S, une suite de réels). Une telle suite sera classiquement notée

(uy) .+ (u,) (notation retenue dans ce document) ou, plus simplement u.

Définitions

Suite (strictement) croissante, décroissante, monotone

On dira que « la suite (un) est croissante (respectivement strictement croissante, décroissante,
strictement décroissante) » si, pour tout entier naturel n, on a:

u <u

n — “n+l

(respectivement u, <u,,,, U, =U..,, U, >U )

n+l1? n = “n+l?

On dira que « la suite (un) est monotone (respectivement strictement monotone) » si elle est
croissante ou décroissante (respectivement strictement croissante ou strictement décroissante).

Suite majorée, minorée, bornée

On dira que « la suite (u, ) est majorée (respectivement minorée) » s’il existe un réel M
(respectivement m) tel que pour tout entier naturel non a:

u, <M
(respectivement u, >m)

On dit alors que « le réel M (respectivement m) est un majorant (respectivement un minorant)
de la suite (u, ) ».

On dira que « la suite (u, ) est bornée » si elle est majorée et minorée.
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Limite

Limite finie

On dira que « la suite (u, ) admet une limite | (1 e R ) » si, pour tout intervalle de la forme
]I —&l +g[ (&£>0), il existe un entier naturel N tel que pour tout entier naturel n supérieur a

N,ona u, €]l -¢;l+¢[. On écritalors :

limu, =1

X—>+00

On dit alors que « la suite (u, ) converge vers | » (ou « tend vers | »).

Limite infinie

On dira que « la suite (un) admet +oo (resp. —o) comme limite » si, pour tout réel A, il
existe un entier naturel N tel que pour tout entier naturel n supérieur a8 N, ona u, > A (resp.
u, <A). On écrit alors :

lim u, =+ (resp. —o)

X—>+00

Interprétation de la définition de lim u, = +oo : pour tout réel (sous-entendu arbitrairement

X—>+0
grand), il existe un rang (N) au-dela duquel tous les termes de la suite sont supérieurs au réel
consideré (de fait, une telle suite ne sera pas majorée !). Attention ! Ce qui précéde n’implique
en rien que la suite soit croissante ! On pourra par exemple considérer, pour s’en convaincre,

la suite (u,) définie par: u, = 2n+5—7sin(n%).

Nature d’une suite

Si la suite (u,) tend vers une limite finie I, on dit quelle converge.
Si la suite (u,) tend vers +oo ou —co ou n’admet pas de limite, on dit qu’elle diverge.

Dire qu’une suite est convergente ou divergente, c’est préciser la « nature » de la suite
considérée.
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Calcul de limites

Opérations et limites

Conventions de calcul

Pour simplifier certains calculs de limites, on introduit les « nombres » —oo et +oo0 avec les
regles de calcul suivantes :

Addition

o +oo+(+w0)=+w ;
° —oo+(—oo):—oo X
o VaeR, a+(+0)=+w ;
e VaeR, a+(-w)=-w;

e Opposé: —(+oo) =—o0 et —(—oo) =+00.
- le calcul « +o0—(+00) » n’est pas défini.

Multiplication

o +oox(+0)=+w ;

¢ —ox(o) =
o —oox(+00)=+o0x(—00)=—o ;
e VaeR", ax(+w)=+w et VaeR™, ax(+xn)=—ow ;
e VaeR", aX(—OO)Z—OO et vaeR ™, ax(—oo)=+oo :
. Inverse:i:O etizo.

+00 —0

- Les calculs « 0x(+00) » et « 0x(—o0) » ne sont pas définis. 1l en découle que les calculs

+oo ,
« — » ne le sont pas également.
Fo0
- Le calcul « o » n’est pas défini. De facon plus générale, lorsque le dénominateur du

rapport de deux suites tend vers 0, on se demandera si le signe reste constant ou pas (limite de
type 0" ou 0).

Pour simplifier certains énoncés (voir ci-aprés), on peut poser : |R = R U {—o0;+o}
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Opérations et limites

A partir des conventions de calcul ci-dessus, on peut formellement écrire :

Soit (u,) et (v,) deux suites et k un réel.

lim (ku, )=k lim u,

N—+oo nN—+o0

lim (u, +v,)=limu, + limv

n
n—-+o N—>-+o0 n—+o0

lim (u,v,)=limu, x limv,

n—+o0 n—+o0 n—+o0

limu,
lim = = h=ie

ooy limyv,

nN—-+o0

Lorsque I’on est confronté a une situation « interdite » (cf. les calculs non définis ci-dessus),
on dit que I’on a affaire a une « forme indéterminée ».

On retiendra les quatre types fondamentaux de formes indéterminées :

0
«o0—00 » & —» « — »et« Oxoo »
o0

Composeée d’une suite et d’une fonction

Soit (u, ) une suite et f une fonction.

Si limu, =1 etlimf(x)=1"alors lim f(u )=I"

n—>+o0 x—l n—-+oo
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Quelques théoremes fondamentaux

Suites adjacentes

Définition

On appelle « suites adjacentes » deux suites (u, ) et (v,) vérifiant :

e (u,) estcroissante et (v,) est décroissante ;
e lim(u,-v,)=0.

n—+o0

Propriété

Si (u,) et (v,) sont deux suites adjacentes telles que (u,) est croissante, (Vv,) est
décroissante et lim (u, —v,) =0 alors pour tout entier naturel n : u, <v, .

n—+o0

Théoreme

Si (u,) et (v,) sont deux suites adjacentes alors (u, ) et (v,) convergent et admettent la
méme limite.

Monotonie et nature d’une suite

Théoreme

Soit (un) une suite croissante (respectivement décroissante).

e Si (un) est majorée (respectivement minorée) alors (un) converge ;
e Si (un) n’est pas majorée (respectivement n’est pas minoree) alors nlirﬂo U, = +o0

(respectivement lim u, = —o).

n—-+oo
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Suites récurrentes

Théoreme

Soit (u,) une suite définie par :

e Son premier terme u, ;
e Une relation, valable pour tout entier naturel n, de la forme u,,, = f (u,) ou f est une
fonction.

Si (u,) converge vers | et si la fonction f est continue en l alors f (I)=1.
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