Calcul integral

Corrigeés d’exercices / Version d’avril 2012

Les exercices du livre corrigés dans ce document sont les suivants :

Page 212/: N°13,14 Page 216/: N°41
Page 213:  N°20 Page 217]:  N°44, 50, 51, 52
Page 214|: N°22 Page 224):  N°78

IN°13 page 212,

1. Remarquons d’abord que pour tout x réel, ona: x* —6x° +9x = x(x2 —6x+9) = x(x—3)2 :

On en déduit alors, pour tout x réel différent de O et 3 :

a. b 4 :a(X—3)2+bX(X—3)+cx
x=3 (x-3f x(x—3)°
a(x* —6x+9)+b(x* —3x)+cx
) x(x—3)2
_(a+b)x*+(—6a—3b+c)x+9a
B x(x—3)2
On en déduit alors :
VxeR-{0;3), <9 .3, b ¢
XT—6X"+9x x x-3 (x—3)
< VxeR-{0;3},— X+29 :(a+b)xz+(—63—3’2b+c)x+9a
X* —6X" +9x x(x-3)
a+b=0 a=1 a=1
< <1-ba-3bp+c=l<b=-a e ip=_1
9a=9 c=1+6a+3b c=7+3b
a=1
Sib=-1
c=4
X+9 1 1 4
VXER—{0;3},m=;_E+(X_3)Z
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2. Lafonction inverse admet pour primitive la fonction logarithme népérien sur R’ . Nous
retenons ainsi cette primitive sur I’intervalle [1; 2].

. u'(x
La fonction x— L est de la forme x— ( )

avec u:x— x—3. La fonction u prend
x—3 u(x)

des valeurs strictement négatives sur I’intervalle [1; 2]. On écrit donc : 3" qui
X —

-1
3-X
v'(x) .
est de la forme ) avec v:X > 3—x=-u(x), cette fonction prenant des valeurs
V(X

strictement positives sur I’intervalle [1; 2]. Nous retenons alors comme primitive de la

fonction xn—>i3 sur I'intervalle [1; 2] la fonction x — In(v(x))z In(3-Xx)
X_

La fonction X — ﬁ est de la forme x — 4u '(x)(u (x))_2 . la fonction u étant la
X_

fonction définie ci-dessus. Nous en retenons alors comme primitive la fonction

1 21 4
X 4——(u(x =—,
—2+1( ( )) X—3
. e ,. . 1 1 4
Finalement, une primitive sur I’intervalle [1; 2] de la fonction X+ ————+ 5
X X-3 (x—3)
est la fonction x> Inx—In(3-x)- 4 — > 4

X—3 3-x x-3

Il vient alors :

:In2+4—ln1—2
2
=In2+In2+2
=2In2+2
(22 _ax=2mn2+2
1 X7 —6X"+9x
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IN°14 page 212

1. Nous proceédons comme suggeré dans I’énoncé :

12X 2
j-;;id-_L(Z—;:Ejdx

. 1 u .
La fonction x — ol est de la forme — avec u(x) = x+1. La fonction u prenant des
X+ u

valeurs strictement positives sur I’intervalle [0 ;1] , on en déduit immédiatement que la

fonction x > In(x+1) est une primitive de la fonction x - L sur I’intervalle [0 1]

X+1
1 2x I
°x+1 x+1

:[2x—2ln(x+1)]2
=2x1-2In(1+1)-[2x0-2In(0+1) ]
=2-2In2

Il vient alors :

fiéid —2-2In2
0x+1

2. Pour tout réel x, on a :

2 2(e+1)-2¢" , €

e +1 e’ +1 e’ +1

X

La fonction x—

u' .
. est de la forme — avec u(x)=e*+1. La fonction u prenant des
e+ u

valeurs strictement positives sur R et donc sur I’intervalle [In 2;1In 3] , on en déduit

X

immédiatement que la fonction x — In (eX +1) est une primitive de la fonction x - — 1
e’ +
sur I’intervalle [In2;In3].
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Il vient alors :
J-|n3 2 dx — In3[2_ jdx
InZeX+1 In2 e
=[2x—2|n( )]m
=2x|n3—2|n(e'”3+1)—[2><In2—2|n(e'”2+1)]
=2In3-2In(3+1)—[2In2-2In(2+1)]
=2In3-2In4-2In2+2In3
=4In3-61In2
=In3*-In2°
=In81-In64
81
=|n—
64
j'” -Ox=4In3-6In2= In 8L
In2 g% 4 64
IN°20 page 213

1. L’aire du domaine défini dans I’énoncé est I’aire sous la courbe de la fonction inverse sur
I’intervalle [1; e]. Cette fonction prenant des valeurs strictement positives sur R, et donc

sur 'intervalle [1; e], I'aire .o/"(.Z) cherchée vaut :

() =f§dx ~[Inx]' =Ine-In1=1

o (7)=1

2. Ladroite d’équation x=c (1<c<e) partage le domaine & en deux domaines de
mémes aires si, et seulement si, on a:

rldx: eldx
1x c X
Or:

cl 91 c e
L ;dx=J.C;dx<:>[lnx]1 =[In x]C <Inc=Inl=Ine-=Inc

1
<:>2Inc=1<:>Inc:%<:>c=e2 <:>C=\/E

Fénelon Sainte-Marie 4/9 M. Lichtenberg



Calcul intégral
Corrigés d’exercices / Version d’avril 2012

La droite d’équation x =c partage le domaine & en deux domaines de mémes aires
si, et seulement si, ona ¢ =+/e..

IN°22 page 214

La fonction f prenant des valeurs positives sur I"intervalle [-1; 0], I’aire .oz (.2) est égale a

0
J' . f (x)dx unités d’aire. L’unité graphique sur les axes étant de 1cm, une unité d’aire
correspond & une aire d’1cm2.

Ona:

jo f(x)dx:JO(x3+2x+3)dx

-1 -1

1 0
=[—x4 +X° +3x}
4 4

Leoteo +3x0—(%x(—1)4 (1) +3><(—1)j

s

L’aire du domaine hachurée est égale a 1,75cmz2.

IN°41 page 216

1. a) Nous dérivons la fonction g comme produit de deux fonctions dérivables sur I’intervalle
[1;+0o] :

g'(x)=2x><|nx+x2><£=2xlnx+x
X

vxe[l;+oo[, g'(x)=2xInx+X

Fénelon Sainte-Marie 5/9 M. Lichtenberg



Calcul intégral
Corrigés d’exercices / Version d’avril 2012

b) D’apreés le résultat précédent, on a :
Vxell;+oof, f(Xx)=9"(x)—x

On en déduit alors que la fonction x — g (x)—%x2 =x%In x—%x2 =X (In x—%] est une

primitive de la fonction f sur I’intervalle [1; + oo[ .

. 1 Lo . .
La fonction x> xz(ln x—Ej est une primitive de la fonction f sur I"intervalle [1; +oof .

2. Soit m la valeur moyenne de la fonction f sur I’intervalle [1; 3] :
On a, en tenant compte du résultat obtenu a la question précédente :

1 ¢3
=——| f d
m 3 1h (x)dx

(o]
oo
(9'”3_§+2j

(9In3-4)

r\>||—\ |\>||—\

r\>||—\

La valeur moyenne de la fonction f : x+> 2xIn x sur I’intervalle [1; 3]

est égale a %(9In3—4).

IN°44 page 217

5

1. a) On cherche t tel que V/(t)=50%x5 :E. On va donc résoudre : =§.
2 0,5t+1 2

:§<:>O,5t+1=2©0,5t=1®t=2.

On a facilement :
0,5t+1 2

La machine aura perdu 50% de sa valeur au bout de deux ans.
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b) Pour t=4,0na:

3 5 5
0,5x4+1 2+1

Vv(4)

=§:1,6667
3

Au bout de 4 ans, I’entreprise pourra revendre la machine &;O euros

soit environ 1 667 euros (valeur arrondie a I’euro).

2. La valeur moyenne, en milliers d’euros, est donnée par :
14tht145dt541t5140,5

2ol V(Dd=] 00,5t+1  4005t41 4 0,5%0,5t+1
:g[m(o,snl)];‘=g(ln(o,5x4+1)—|n(o,5xo+1))=g(|n3—|n1)

=gln3=2,74653

La valeur moyenne du prix de revente de la machine dans la période [0; 4] est égale a

EIn3 milliers d’euros soit environ 2 747 euros (valeur arrondie a I’euro).

IN°50 page 217

La linéarité de I’intégrale nous permet d’écrire :
JIZ\/X3 +1dx+'[12(x3 +1-/%° +1)dx = J'lz(\/xe’ +14+x3+1-+/x° +1)dx
203
:L (x +1)dx
2
= F x* + x}
4 1

_Lo +2—(£x14+1j
4 4

=4+2—E
4
19
4

szlxa +1dx+J'12(x3 +1-/%3 +1)dx :%
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IN°51 page 217,

1. a)Ona:l =J‘;n2exdx=[ex1n2 =" —e°=2-1=1,

| :jo'”zede -1

b) On a (cf. I’exercice 14 de la page 212) :

J= J:nz exeildx = ['n(ex +1)]::2 =In(e" +1)-In(e’+1)=In(2+1)~In(1+1)=In3-In2

0

szlnz e dx=In3-In2
e +1

2. Onaimmédiatement: 1-J=1-(In3-In2)=1+In2-In3.
Mais on a également, en utilisant la linéarité de I’intégrale :

|—J= j e dx— j'”zeeﬂ

:J-|n2 ex_ e dX
0 e’ +1
|nze e +1
—I dx
e* +1

Ilnze e —g*
e’ +1

n2 @2
_J. e* +1

dx

On a finalement :

K:j'”2 & gx—1+In2—In3
0 @41
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IN°52 page 217

Ona:
3r e *dx + jl X3 (1— ij dx = I13x3e’xdx + jl[ x5 — ﬁ] dx
0 0 e* 0 0 X
= J':3x3e’xdx + j:(x3 ~3x% ™) dx
= J‘:(BXSE’X +x¥-3x%* ) dx
1
= J.1X3dx = {lx“} zlx]_‘l —ixl4
0 4" ], 4 4
_1
4
1. 1 1
SL x’e dx+'f0 xg(l—e—xjdx =
IN°78 page 224

L . 1 .
Ne cherchez pas de primitive de la fonction x — i sur un intervalle quelconque, vous ne
+ X

la connaissez pas ! (elle existe mais n’est pas du tout & votre programme !). En revanche, vous

. . . 1 . .
en savez suffisamment pour affirmer, la fonction x — T étant continue sur tout intervalle
+ X

de R (c’est une fonction rationnelle et elle est définie sur R ), qu’une telle primitive existe.
1

e dt n’est rien d’autre, souvenez-vous, que la
+

; X
En I’occurrence, la fonction x — _[0

qui s’annule en 0. Notons-la F.

primitive de la fonction x — 5
X

.. F(x) . F(x)-F(0 . . e
On cherche donc ici : Ilng ( ):Img (x) 0( ) qui n’est rien d’autre que le nombre dérivé
X—>! X X— X_

de la fonction F en 0, soit : lim F(X) =lim F(X)_F(O) =F'(0) :L2
x=>0 X x—0 X—O 1+0

o 1ex 1
IXIE(};J.O 1+1? dt=1
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