Fonction exponentielle

Corrigés d’exercices / Version de décembre 2012

Les exercices du livre corrigés dans ce document sont les suivants :

Page 41} N°9 Page 49 : N°51
Page 43| : N°15 Page 50 : N°60
Page 45| : N°20, 22, 23 Page 55| : N°81
N°9 page 41

a) Les exposants ne posent aucun probléme de définition. On résout I’équation dans R .
5% 1=0=5"=15%=5"<2x=0<x=0
L’équation admet une solution : 0.

b) Les exposants ne posent aucun probléme de définition. On résout I’équation dans R .

2X><4:83X<:>2X><22=(23)3X<:>2”2:29X<:>x+2=9x<:>8x=2<:>x=%

. . . 1
L’équation admet une solution : i

c) Les exposants ne posent aucun probléme de définition. On résout I’équation dans R .
FT27=03"'=27=3"=F ox-1=3=x=4
L’équation admet une solution : 4.

d) Les exposants ne posent aucun probleme de définition. On résout I’équation dans R .
724970 o 7= (12) 7 o T =70 o x41=2(x-3) © x+1=2x 6o X =7

L’equation admet une solution : 4.
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IN°15 page 43

a) Les exposants ne posent aucun probléme de définition. On résout I’inéquation dans R .

et <X c>3x—4<—7—x<:>4x<—3<:>x<—%

L’ensemble des solutions de I’équation est I’intervalle : }—oo ; —%[

b) Les exposants ne posent aucun probléme de définition. On résout I’inéquation dans R .
1 1

1 L 1 x>0
e>ece >l >le < 0<x<1
X x<1

L’ensemble des solutions de I’équation est Iintervalle : ]0;1].
c) Les exposants ne posent aucun probleme de définition. On résout I’inéquation dans R .
2 <e’ o3-2xx<x¥ o X2 +2x-320< (x—-1)(x+3)=0
Remarque : pour la derniére factorisation, on aura remarqué que 1 est racine évidente de
x? +2x—3 (la somme des coefficients est nulle).
Comme le coefficient de « x* » est nul, le trindme x* +2x—3 est strictement positif a
I’extérieur des racines : x* +2x—32>0< x e |- ; 1JU[3;+ o[ .

L’ensemble des solutions de I"équation est : ]—oo; 1]U[3; + oo .

IN°20 page 45|

La fonction g est de la forme g =e€" ol u est la fonction définie par : u: x— —2x°.

La fonction u étant dérivable sur R en tant que fonction polyndme (pour tout x réel, on a :
u'(x)=-4x), on en déduit que la fonction g est également dérivable sur IR . Pour tout x réel,
onaalors:

g'(x)=u'(x)xe™ = —4xxe?

En particulier pour x=1: g'(1)=—4x1x et = _4e72.
Par ailleurs, ona: g(1)= et =¢7?,
Ainsi, I’équation réduite de la tangenta I" en 1 s’écrit :

y=0'(1)x(x-1)+g(1)=—4e?(x-1)+e? =—4e’x+5e~

y =—4e°x+5e” =—i2X+£2
e’ e

A titre de complément, nous fournissons ci-apres la courbe représentative de la fonction g
ainsi que la tangente demandée.
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Pour tout x réel, ona x2 >0 etdonc —5x* <0.0r: -5x* <0< e <e’ < e <1.
Cette derniére inégalité signifie que la courbe représentative #; de la fonction f est située

sous la droite d’équation y=1. Comme e =1« —5x2 =0« x> =0 <> x=0, on en déduit
que Z et la droite d’équation y =1 se coupent au point (0;1).
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On peut s’intéresser a la différence f (x)—g(x) :

Comme la fonction exponentielle prend des valeurs strictement positives, on a déja :

f(x)—g(x):0c>e‘“z (eXz —1):0<:>eXz 1-0oe’ ==X =0 x=0

Ainsi, les courbes représentatives #; et #, des fonctions f et g respectivement se coupent au
point d’abscisse 0 et d’ordonnée f (0)=g(0)=e’=1.

Par ailleurs, pour tout x réel non nul, ona x* >0 et donc e’ >e° soit e —1>0 etona,
finalement : f(x)—g(x)>0.

En définitive, pour tout x réel, ona f (x)—g(x)>0, I’égalité n’ayant lieu que pour x=0.

La courbe representative #; de la fonction f est située au-dessus de la courbe représentative
¢, de la fonction g et elles se coupent en un seul point de coordonnées (0; 1).
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a) Les exposants ne posent aucun probléme de définition. On résout I’inéquation dans R .

3
(ex)zg 1 c>e2xse’3<:>2x£—3<:>xg—§
e 2

L’ensemble des solutions de I’équation est I’intervalle : }—oo : —%}

b) Les exposants ne posent aucun probleme de définition. On résout I’inéquation dans R .

el < g2 <:>1—x<2x+2<:>—1<3x<:>x>—%

. , . . 1
L’ensemble des solutions de I’équation est I’intervalle : }5 ; +oo{.

c) Les exposants ne posent aucun probléeme de définition. On résout I’inéquation dans R .
e > e S TX+4>4x+T7 & 3Xx >3 x>1
L’ensemble des solutions de I’équation est I’intervalle : ]1; +oo[.

d) Les exposants ne posent aucun probleme de définition. On résout I’inéquation dans R .
1
e >Je o e¥ P xe? <:>5x—82%<:>5x2%© xz%

L’ensemble des solutions de I’équation est I’intervalle : {% ; +oo|:.

IN°60 page 50|

a) Bien que ce ne soit pas demandg, nous justifions rapidement la dérivabilité de la fonction f
sur Iintervalle [0; 3] :

e Lafonction x+— 5 est une fonction constante. Elle est donc dérivable sur R et
donc, a fortiori, sur I’intervalle [0 : 3].

. 1 . . L.
e Lafonction x+— Z(X —4) est une fonction affine. Elle est donc dérivable sur R et

donc, a fortiori, sur I’intervalle [0 ; 3]. La fonction exponentielle est dérivable sur
R et donc, a fortiori, sur I'intervalle [0; 3].

La fonction x— %(x —4)eX est donc dérivable sur I’intervalle [O X 3] comme

produit de deux fonctions dérivables sur cet intervalle.
e Finalement, la fonction f est dérivable sur I’intervalle [O : 3] comme somme de

deux fonctions dérivables sur cet intervalle.
Pour tout réel x, on a :

f '(x):0+%[1xeX +(x—4)xex]:%(x—3)eX
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Comme I’exponentielle prend des valeurs strictement positives, le signe de f'(x) est
celuide x—3.0r,ona: x-3>0< x>3.

Ainsi, sur [0;3[,ona f'(x)<0.Parailleurs: f'(3)
On en déduit finalement :

0.

La fonction f est strictement décroissante sur I’intervalle [O : 3] .

b) L’equation réduite de la tangente & #” au point D d’abscisse 0 s’écrit :
y=f'(0)x(x=0)+f(0)=f'(0)xx+f(0)
Ona: f‘(O):%(0—3)e°=—% et f(O):5+%(0—4)e°=5—1=4.
D’ou I’équation : y=—%x+4.

Pour x=2,0na: —§X+4=—§x2+4=—§+4=§. Ainsi :
4 4 2 2

| Le point E appartient a la tangente a # au point D.

c) D’apres la question a), nous savons que I’'ona: f (3) =0. Ainsi, nous pouvons
immédiatement conclure que la courbe % admet au point d’abscisse 3 une tangente
horizontale (c'est-a-dire paralléle & I’axe des abscisses).

Mais on a par ailleurs : f (0) :5+1(3—4)e3 = 5—%e3 =-0,02#0.

4

Ainsi, I’équation de la tangente & #° au point d’abscisse 3 est y = 5—%e3 .

La tangente & # au point d’abscisse 3 n’est pas I’axe des abscisses.

y
D
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1. a) On dérive la fonction f comme produit des fonctions u et v suivantes dérivables sur R :
e u(x)=x*-x+1quidonne: u'(x)=2x-1.

e v(x)=e™ quidonne: v'(x)=-e
Pour tout x réel, on a alors :

f(x)

u'(x)v(x)+u(x)v'(x)

(2x-1)xe™ +(x2 —x+1)><(—e’x)
(Zx—l— X +x-1)e™
(

—x? +3x— 2) e

Pour tout x réel, f'(x)= (—x2 +3x— 2)e’X

b) Pour pouvoir dresser le tableau de variation de la fonction f, nous allons commencer par
en étudier les variations.
Disposant de la dérivée, nous étudions le signe de f '(x).

La fonction exponentielle prenant des valeurs strictement positives, le signe de f'(x) est

celui du trinbme —x* +3x—2. En remarquant que 1 est racine évidente (la somme des
coefficients est nulle) ou en calculant les racines a I’aide du discriminant, on obtient
facilement la factorisation : —x* +3x—2=—(x-1)(x-2).
Le coefficient de « x* » est négatif (il vaut —1). On en déduit :

e Pourtoutx réel dans J1;2[,ona f'(x)>0.

e Pour tout x réel dans ]-o0;1[U]2;+[,0na f'(x)<O0.
e f'(1)=1f'(2)=0.

La fonction f est donc
e strictement croissante sur I’intervalle [1; 2].

e strictement décroissante sur les intervalles ]—oo ;1] et [2 ; +oo[.

Onaenfin: f(1)=(1"-1+1)e* =e" L (2)=(2*-2+1)e? =3¢~ =%.
e e
Les éléments précédents nous permettent de dresser le tableau de variation de la fonction f

sur R (cf. page suivante).
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X —a0 1 2 +m
fi(x) — 0 + 0 —
3
ez
f /
e

2. L’équation réduite de la tangent a #; au point d’abscisse 0 s’écrit :

y=f'(0)x(x=0)+f(0)=f'(0)xx+ f(0)

Ona: f'(0)=(-0°+3x0-2)e”=-2¢et f(0)=(0"-0+1)e°=1.
D’ou I’équation réduite : y =-2x+1.

L’équation réduite de la tangente T a %, au point d’abscisse O est: y =-2x+1

3. Nous avons complété le graphique demandé en tracant, toujours sur le seul intervalle

. . . . 1 3
[0 ; 8], les tangentes horizontales d’équations respectives y == et y=—-.
e e
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4. a) En tracant la droite horizontale d’équation y =0,4 il semble que le nombre de points
d’intersection avec la courbe % soit égal a 3.

L’équation f (x)=0,4 semble admettre 3 solutions sur I"intervalle [O ; 8].

Remarque : a I’aide du théoréme des valeurs intermédiaires, vous étes parfaitement a
méme de démontrer cette conjecture.

5. A I’aide de la calculatrice, on obtient facilement :

La plus grande des solutions de I’équation f (x)=0,4 sur I"intervalle [0; 8]
est environ égale a 2,30 (valeur arrondie au centiéme).

Fénelon Sainte-Marie 9/9 M. Lichtenberg



