Primitives

Corrigeés d’exercices / Version d’octobre 2011

Les exercices du livre corrigés dans ce document sont les suivants :

Page 96| : N°7, 8, 9, 10 Page 98| : N°31
Page 97| : N°16, 22, 23

N°7 page 96
a) Les primitives de la fonction f sur R sont les fonctions F de la forme :

F:xr—>3x%x3—2x%x2+x+c:x3—x2+x+C

ou C est une constante réelle quelconque.

Onaalors:
F(0)=2
< 0°-02+0+C=2
=C=2
En définitive :

La primitive F sur R de la fonction f qui vérifie : F(0)=2 est définie par :

Fix xX3=x2+x+2

b) Les primitives de la fonction f sur ]0 ; +oo[ sont les fonctions F de la forme :

Fixmixisaxtic=tes3ic
3 3 X 9 X

ou C est une constante réelle quelconque.
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Onaalors:
F(1)=1
@1x13+§+c =1<:>1+3+C =1
9 1 9
<:>§+C =1<C :1—§
9 9
=C =—g
9
En définitive :

La primitive F sur ]0;+oo[ de la fonction f qui vérifie : F(1)=1 est définie par :

N°8 page 96

a) Pour tout x réel de I’intervalle ]—o0;0[,ona: f(x)=-2x". Les primitives de f sur
I’intervalle ]—oo ; 0[ sont donc de la forme :

FiXs —2x— X% 1 C=x24C =i2+C
-3+1 X

ou C est une constante réelle quelconque.

Onaalors:
F(—1)=2
= 1 > +C=2
_1)
=1+C=2
&C=2-1
=C=1
En définitive :

La primitive F sur ]-oo; 0 de la fonction f qui vérifie : F(—1)=2 est définie par :

F:xn—>i2+1
X
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b) Les primitives de la fonction f sur ]0; +ao[ sont les fonctions F de la forme :

1 1
F:x>=x’+=+C
2 X
ou C est une constante réelle quelconque.

Onaalors:
F(2)=O
<:>l><22 +1+C =0
2 2
1
< 2+—+C=0
2
< —+C=0
<C _2
2
En définitive :

La primitive F sur |0; +oo[ de la fonction f qui vérifie : F(2)=0 est définie par :

Frxs sy 12
2 X 2

N°9 page 96

) -2 .
a) Pourtoutxréel,ona: f (x) = x(x2 +1) . Posons alors : u(x) =x* +1. La fonction u est

dérivable sur R en tant que fonction polynéme et on a, pour tout x réel : u (x) =2X.

Onadonc: f(x)=x(x’ +1)_2 =%x 2x(x? +1)_2 :%xu '(x)x(u(x))fz.

Or, la fonction x u'(x)x(u(x) ~ admet pour primitive la fonction :

241 -1 1 Lo .
X u(x =—(u(x =— . Les primitives de la fonction f sur R sont
() ==(u(0) " = Lesp
donc les fonctions F de la forme :
1
F:X|—>—><(— > J.|-(::_—2 +C
2 X2 +1 2(x +1)

ou C est une constante réelle quelconque.
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Onaalors:
F(O):O
o - 21 +C=0
2(0 +1)
<:>—1+C =0
<C 1
2
En définitive :

La primitive F sur R de la fonction f qui vérifie : F(O) =0 est définie par :

F: XI—)——l +1
2(x2+1) 2

b) Posons : u(x) =x*+1. La fonction u est dérivable sur R en tant que fonction polyndéme

eton a, pour tout x réel : u'(x)=3x".

Onadonc: f(x)= xz(x3+1)= ><3x2(x3+1)=%xu'(x)><u(x).

Wl

Or, la fonction X+ u'(x)xu(x) admet pour primitive la fonction :
X > Fllx(u(x))l+1 =%(u(x))2 :%(x3 +1)2 . Les primitives de la fonction f sur R sont

donc les fonctions F de la forme :
Fixio 1><1(x3 +l)2 +C :l(x3 +1)2 +C
3 2 6

ou C est une constante réelle quelconque.

Onaalors:
F(—l):2
1 3 2
<:>E((—1) +1) +C=2
=0+C=2
=C=2
En définitive :

La primitive F sur R de la fonction f qui vérifie : F(—l) =2 est définie par :

F:xn—>%(x3+l)2+2
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IN°10 page 96|

1. Posons u (x) = x? +3. La fonction u est dérivable sur R en tant que fonction polynéme et
on a, pour tout x réel : .u'(x)=2x.

Onadonc: f(x):— 1 2x ! (X)

Vx?+3 :Exx/x2+3 B 2\/u(x) '

I u e .
On reconnait immédiatement dans le rapport —— la dérivée de la fonction Ju.

2Ju

Ainsi, les primitives de la fonction f sur R sont donc les fonctions F de la forme :

F:Xx—>Vx*+3+C

ou C est une constante réelle quelconque.

Onaalors:
F(—1)=—1
(—1)2+3 +C=-1
=VJ4+C=-1
=2+C=-1
= C=-3
En définitive :

La primitive F sur R de la fonction f qui vérifie : F(—1)=-1 est définie par :

F:Xx>x*+3-3

b) La fonction f est la somme de la fonction x +— 1 et de la fonction x +— ! :
24x 24— x
On reconnait immédiatement dans la fonction x — % la dérivée de la fonction racine
X

carrée.

Pour ce qui est de la fonction x , POSONs u(x)=4-x.On aimmédiatement

1
2\/4—X
-1

1 __u'(¥)
2a-x 2JA-x 2u(x)

la fonction —u est une primitive de la fonction x —

u'(x)=-1.D’u: . On en déduit immédiatement que

sur tout intervalle ol on a

1
24 —X

u>0, en particulier sur ]0; 4[.
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D’apres ce qui précéde, les primitives de la fonction f sur ]0; 4 sont donc les fonctions F
de la forme :

Fix—/x—J4-x+C
ou C est une constante réelle quelconque.
Onaalors:
F(2)=1
eV2-J4a-2+C=1
eV2-V2+C=1
& C=1
En définitive :

La primitive F sur IR de la fonction f qui vérifie : F(2)=1 est définie par :

Fixio VX —/4-x+1

IN°16 page 97|

4
x?+1
1. Ona: F(x):( 5 ) :%(u(x))4 avec u(x)=x*+1.
La fonction F est une fonction polyndme donc dérivable sur R . On la dérive comme la

, . . 1
composée de la fonction u et de la fonction x — §X4'
Pour tout x réel, on a donc :

a0

441

:%XJ_XZXX(XZ +1)3 = x(x’ +1)3 = f(x)

La fonction F est une primitive de la fonction fsur R .

1 -1 -1
2. Ona: G(x)=——=|-4(x"+2)| =[u(x)| avec u(x)=-4(x"+2).
()= gy 40 +2)) =[] avee u()=4(x+2)
La fonction G est une fonction rationnelle donc dérivable sur tout intervalle de son
domaine de définition. Comme x*+2>0 pour tout x réel, le domaine de définition de G
est R . On dérive alors, par exemple, G comme la composée de la fonction u et de la

. 1
fonction X~ —.
X

Fénelon Sainte-Marie 6/10 M. Lichtenberg



Primitives
Corrections d’exercices / Version d’octobre 2011

Pour tout x réel, on a donc :
. u'(x) —4x4x3 16x° x®
G S = = = =
(X) |:U(X):|2 I:_4(X4+2):|2 16(X4+2)2 (X4+2)2 g(X)

La fonction G est une primitive de la fonction g sur R.

3. Une primitive sur R de la fonction 3f +2g sera la fonction 3F+2G .
Pour tout x réel, on a:

(3F+2G)(x) =3F(x) +2G ()

:3(X2+1)4+2 -1

8 4(x“+2)
_§ 5 4 1
_8(X +1) 2(x4+2)

Une primitive sur R de la fonction 3f +2g est la fonction 3F+2G définie par :
4 1

30,
3F+2G.X|—>8(X +1) 20 +2)

IN°22 page 97

1. Dr’apres le graphique fourni, la courbe représentative de la fonction f passe par les points
de coordonnées (0;0) et (2;0). On en déduit immédiatement que I’équation f (x)=0,

c'est-a-dire ax* +bx+c =0 admet pour solution 0 et 2.
Ainsi, on peut factoriser le trindme ax” +bx+c :

ax’ +bx+c=a(x—0)(x-2)=ax(x-2)

Or, la courbe représentative de la fonction f passe également par le point de coordonnées
(1;-3) (il s’agit d’ailleurs du sommet de la parabole puisque I’abscisse de ce point est la

moyenne arithmétique des racines de f). Onadonc : f (1) =-3.D’ou:

f(1)=—3©axlx(1—2)=—3<:>—a:—3<:>a:3

Finalement :

Pour tout x réel :
f (x)=3x(x-2)=3x"-6x
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2. On cherche ici la primitive F de f sur R qui vérifie : F(1)=-3.
La fonction f est polynomiale et les primitives de f sur R sont les fonctions de la forme :

xn—>3x%x3—6x£x2+c =x*-3x*+C

ou C est une constante réelle quelconque.

Onaalors:
F(1)=—3
<1¥-3x1?+C=-3
<1-3+C=-3<1+C=0
&C=-1
Finalement :

La primitive de la fonction f dont la courbe représentative coupe #; en son sommet est la

fonction F définie par :
Fixix®-3x* -1

A titre de complément, nous fournissons ci-dessous dans un méme repere les courbes
représentatives des fonctions f et F.

10

f(x) = 3x(x-2)

©

N

3 2
F(x) =x -3x -1
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IN°23 page 97|

Les fonctions F et G étant deux primitives de la fonction f sur R, elles différent d’une
constante réelle C: F=G+C, c'est-a-dire : ¥xeR, F(x)=G(x)+C.

En particulier, pour x=1,0ona: F(1)=G(1)+C, soit: 3=5+C.D’u: C=-2.
Alors : G(2)=F(2)-C=4—(-2)=4+2=6.

Le calcul de C n’était en fait en rien une obligation !
Pour x=1 et x=2, on arespectivement : F(1)=G(1)+C et F(2)=G(2)+C.
En soustrayant la premiére égalité & la seconde, il vient :

F(2)-F(1)=G(2)+C-[G(1)+C]=G(2)-G(1)

Alors : G(2)=F(2)-F(1)+G(1)=4-3+5=6. On retrouve le résultat obtenu ci-dessus.

IN°31 page 9§

1. a) La fonction g est dérivable sur I"intervalle ]0; + o[ comme produit de fonctions
dérivables sur cet intervalle. Pour tout x réel strictement positif, on a alors :

g'(xk%(h&+m%):%(&+%}
_g[\/}xzﬁ+ X J_22x+x
3 2dx 2dx ) 3 2Ux
_23x _ x
S32dx W
Ixxa/x
ol
1)

VXeRi,g'(x):f(x)zﬁ

b) On déduit immédiatement de ce qui précede :

La fonction g est une primitive de la fonction f sur R’ .
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2. a) Pour tout x réel strictement positif, on a, en tenant compte de g(0)=0 :

2
0(x)-9(0)_3** 2
3

V“R?’M:%ﬁ

x)—g(0
b) Comme Iing& =+/0 =0, il vient immédiatement : Iirrng Iing(gxlxj =0.
X—> X—> X X—>
x>0 x>0 x>0

On en déduit que la fonction g est dérivable en O et que I'ona: g'(0)=0.

La fonction g est dérivableen O etona: g'(0)=0.

3. Les résultats précédents nous permettent d’abord de conclure que la fonction g est
dérivable sur [0; +oof .
Ensuite, on a vu, a la question 1. a) que la fonction g admettait la fonction f pour dérivée
sur R’ . Mais on vient également de montrer : g'(0)=0. Soit: g'(0)=0= f (0).
On déduit de ce qui précéde que la fonction g est dérivable sur [0; +oo[ en admettant pour
dérivée sur cet intervalle la fonction f.

On en conclut finalement :

La fonction g:x+— Ex\/§ est une primitive de la fonction racine carrée sur [O ; +oo[ :
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