Fonction exponentielle
Activité N°3 page 103 - Corrigé

Une suite qui converge vers le nombre e.

Etude d’un cas particulier

a) Lafonction ¢ est dérivable sur R comme somme de deux fonctions dérivables sur R : la
fonction exponentielle et la fonction affine x — —(1+ x). On a alors, pour tout x réel :

p'(x)=e"-1
Onaalors:
p'(X)=0=e -1=0s¢e" =1 x=0
La fonction dérivée s’annule pour x =0 uniquement.

(Note : cette seule conclusion ne nous donne aucune information sur le signe de la dérivée !
Il fallait détailler un minimum et faire au moins reférence a la monotonie stricte de la
fonction exponentielle)

Par ailleurs :

' (X)>0=e -1>0e">1e x>0

Finalement :

e Six<0,alors ¢'(x)<0. Lafonction ¢ est strictement décroissante sur |-oo;0[ ;

* ¢'(0)=0;
e Six>0,alors (o'(x) > 0. La fonction ¢ est strictement croissante sur ]O;+oo[.

(Note : il eut été équivalent de conclure de la méme fagon avec les intervalles ]—oo;o] et

[0;+oo[ . Par ailleurs, je rappelle qu’étudier les variations d’une fonction ne signifie pas
qu’il convient d’en fournir le tableau de variation !)
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b)

D’apres I’étude des variations de ¢ menée a la question précedente, nous pouvons affirmer
que :

e Pourtout x<0, ¢(x)2¢(0) ;

(0).

La fonction ¢ admet donc un minimum global en 0 : Vxe R, ¢(x)>¢(0).
On a, par ailleurs : ¢(0)=e’—(1+0)=1-1=0.
Onadonc: VxeR, ¢(x)>0. Clest-a-dire: VxeR, e*—(1+x)>0.

e Pourtout x>0, ¢(x)>

Finalement :

VxeR, e >1+X [1]

Dans cette question, il convient, comme mentionné dans I’énoncé, de partir de I’inégalité [1]
obtenue a la question précédente.

Plusieurs possibilités s’offrent a nous.

On peut effectuer un changement de variable en posant, par exemple : t =—x. Lorsque x
parcourt R, il en va de méme pour t.

Onaalors:

VxeR, e >1+x <
vxeR, g™ >1-(—x) <
VieR, e'>1-t<

VteR, S >1-t
€

On ne peut inverser « froidement ». Pour ce faire, il convient de manipuler des quantités de
méme signe (la fonction inverse est strictement décroissante sur tout intervalle ne contenant
pas 0) ! Le membre de gauche de I’inégalité est strictement positif, il en ira de méme de
celui de droite pour tout t réel tel que : 1-t >0 ; soit t <1.

, . . 1
Pour tout t réel strictement inférieur 2 1, on adonc : e' < ﬁ'
Il vient alors, en renommant la variable :
VX e ]—oo;l[, e* < 1 [2]
1-x
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On pouvait également inverser avant d’effectuer le changement de variable.

Pour ce faire, il faut 1+ x>0, c'est-a-dire : x> -1.

isi,soit: e’xsi.
et 1+x 1+x

Dans ces conditions, on a:
On effectue alors le changement de variable : t =—x. Il vient cette fois :
X>-1l—Xx<lotl

Finalement : Vt e |-oo;1], €' < ﬁ .

Comme ci-dessus, il ne reste plus qu’a renommer la variable ...

Un encadrement du nombre e

a) L’inégalité [1] étant valable pour tout x réel, nous pouvons, en particulier, I’utiliser avec

1 . . .
X =— (ou n est un entier naturel non nul). Il vient donc :
n

en 21+l
n

Les deux membres de cette inégalité sont strictement positifs. Or, pour tout entier naturel n

non nul, la fonction x — x" est strictement croissante sur R*". L’inégalité ci-dessus
équivaut alors a :

Soit, finalement :

On adonc:

n

VneN* e> [1+£j
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b) Pour tout entier naturel nnonnul,ona: n>1<n+1>2=——<=<1. Nous pouvons

n+1

donc utiliser I’inégalité [2] avec x :i.
n+1
Il vient donc :
1
= 1
n+l <
L L
n+1
Soit, en tenant compte de ! = L =n+1=1+l :
1- 1 n+1-1 n n
n+1 n+1
1
e“+1£1+1
n

Les deux membres de cette inégalité sont strictement positifs. Or, pour tout entier naturel n

n+l

non nul, la fonction x— X
équivaut alors a :

1\l n+1
(e“ﬂ] < (1+ lj
n

Soit, finalement :

Onadonc:

est strictement croissante sur R*". L’inégalité ci-dessus

n

n+l
VneN* e< (1+1j

Une suite qui converge vers e

a) D’apres la partie précédente, on a :

vn e N*, (1+lj geg( +

n
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Soit :
vn e N*, (1+1j ges(l+lj x(1+1J
n n n
Soit encore :
1
vneN* u, SeSUHx(H—j
n

On en déduit, en soustrayant u_ & chaque membre :

vVneN* 0<e-u,<u, x(1+1]—un

n
Soit :
* un
vneN*, 0<e-u, <—+
n
g ez . . u, e
L’inégalité : u, <e entraine, pour tout entier naturel nnonnul : - <—.
n n
. o u, e 3
Par ailleurs, comme e< 3, il vient: < —<—,
n n n

Finalement :

VneN*, 0<e-u, SE
n

b) Ona lim E=O.

n—>+o N

Le théoreme des gendarmes nous permet alors d’affirmer : lim (e — un) =0 ; soit, de fagon

nN—+0

équivalente :

limu =e

nN—+o0
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c) A lacalculatrice, nous obtenons les valeurs approchées (10™° prés) suivantes :

l 100
ulOO = (14’ ﬁj = 2, 704 814

1 1000
Ujgoo = (14‘@] = 2, 716 924

1 10000
Uppooy = [“Mj = 2,718 146

(Note : insistons, pour finir, sur le fait que ces valeurs ne prouvent en rien que la suite u
converge bien vers e ! Elles nous confortent tout au plus dans cette « idée ». Elles nous
permettent, en revanche, de constater une certaine lenteur de la convergence ...)
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