Dérivation
Activité N°5 page 74 - Corrigé

Travail sur ordinateur avec Geogebra

1. On obtient :

14
Aire du triangle M'AM = 1.181

Abscissede H: x =-0.7311
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2. Drapres les valeurs fournies par Geogebra, il semblerait que I’aire du triangle MAM’ soit

: 1
maximale pour x = —5

Une étude de fonction

1. a) Lavariable x correspond a I’abscisse du point H, point quelconque du segment [AA ] :
Or, I’abscisse de A' vaut —1 et celle de A vaut 1. On en déduit immédiatement :

xe[-1;1]
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b) Par construction, la droite d =(MM") est perpendiculaire a la droite (AA"). On en
déduit que la droite (AH) est la hauteur du triangle AMM " issue de A.

L aire du triangle AMM " vaut donc : %x MM'x AH .

Commeona: A(1;0) et H(x;0), il vient: m(x—l;o) et, le réel x étant inférieura 1 :
AH =|x-1|=1-x.

Le cercle # est le cercle de centre O et de rayon OA =1. Le repére considéré étant
orthonormal, on a immédiatement une équation de % :

X +y*=1

Pour une valeur de x donnée, il vientalors : y*> =1-x*,d’ol: y=+1-x".
On en déduit immeédiatement, en choisissant pour M (comme suggéré par la figure) le point

d’ordonnées négative : M(x;—\/l—xz) et M'(x;\/l—xz).
D'oi : MM'(O;Z\/l—XZ) et: MM'=241-x2 .
D’apres ce qui précede, ona:

%xMM'xAH :%XZ\/l—XZ x(1=x)=(1-x)V1-x*

L aire du triangle AMM" vaut : (1-x)v1-x*.

2. a) Considérons Iintervalle : ]-1;1] .

La fonction x+— 1—x est dérivable sur R en tant que fonction polynéme, elle I’est donc a
fortiori sur |-1;1] .

La fonction x — 1—x* est également dérivable sur R en tant que fonction polynéme, elle
I’est donc a fortiori sur ]-1;1[ . De surcroit, comme 1-x* =(1—x)(1+x), on en déduit

immédiatement : vx e ]-1;1],1-x* > 0. La fonction racine carrée étant dérivable sur R,
on en déduit finalement que la fonction x — +1—x* est dérivable sur ]—1 ; 1[ :

En définitive, la fonction f :x > (1-x)+1-x* est dérivable sur ]-1;1] comme produit de
deux fonctions derivable sur cet intervalle.

Posons : g :x+>v1—x*. On la dérive sur ]-1;1[ en tant que fonction composée et il vient :

1 —X

vxe]-1;1], g'(x) =(-2x)x 201 1
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On dérive alors la fonction f en tant que produit :
F(X) = —1= X +(1-%)——=
NG
_—V1-x* xy1-x* —x(1-x)
N
—(1—x2)—x+x2
1-x?
22Xt -x-1
1-x°
En remarquant que 1 est racine évidente de 2x*—x—1, on a facilement :
2x* —x-1=(x-1)(2x+1)
Finalement :
X=1)(2x+1
VXe]—l;l[,f'(x):—( I )
NiE'e
b) Pour étudier la dérivabilité de la fonction f en 1, nous allons nous intéresser a la limite :

i f(aeh)-f ()
o] h

On doit imposer h <0 puisque la fonction f n’est pas définie a droite de 1.
On a immédiatement : f (1)=0.

Puis : f(1+h)=(1-(1+h)){1-(1+)* =—h 1~ (1+2h+h*) =—hy/-2h—h* .
f(1+h)-f(1)_-hvy-2h-h*-0_
h

h

D’ou : —2h—h?.

On a immédiatement, la fonction h+— —2h—h? étant continue sur R (et donc, en
particulier, en 0) : Ihirr(}(—Zh ~h*)=-2x0-0*=0.

h<0

Or: Iirrg\/; =0.

On en déduit (composition) : Ihlrrg J=2h—-h*=0.
h<0

En définitive :

Li”g f (1+ hg— f (1) _ L'ng oh 1 =0
h<0 h<0
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La fonction f est dérivableen 1 etona: f (1) =0.

f(-L+h)-(-1)

c) Ons’intéresse cette foisa: Ihim
ho

Ona: f(-1)=0.

Par ailleurs :

f(—1+h):(1—(—1+h)) 1—(—1+h)2 =(2—h)\/1—(1—2h+h2):(2—h)m
Doy L= 1(=1) _(2-h)¥2h-h*~0 _(2-h)Jh(2-h)

h h h
Pour h>0, f (—1+ h) existe pour —1+h <1, soit h<2. Ainsi, on considere ici le réel h

dans I’intervalle ]0; 2]. On peut alors écrire : \/h(2—h) =vhv2-h et:
f(=1+h)-f(-1) _(2-h)yh(2-h) (2-h)vhv2-h _(2-h)J2-h

h h h Jh

On a immediatement, la fonction h+— 2—h étant continue sur R (et donc, en particulier, en
0): Ihing(Z—h)=2—O=2.

h>0
Or, Iirrzlx/;:\/ﬁ.
On en déduit (composition) : lim J2-h =42, puis (produit) : Ling(Z—h)\/Z—h =242.

h>0 h>0
Par ailleurs : limvh =0".
o
f(-1+h)—f(-1 2—-h)+/2-h
Finalement (rapport) : lim ( * ) ( ): im( ) = +00.,
e h e W

D’apreés le résultat précédent, on a finalement :

La fonction f n’est pas dérivable en —1 et sa courbe représentative &
admet au point A' une tangente verticale.
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Terminale S
X—=1)(2x+1
d) A laquestion a), onavu que I’'on avait : vxe |-1;1[, f'(x) :¢\/_2).
1-x
Pour tout réel x de I’intervalle ]—1;1[ ,ona:1-x*>0 etdonc v1-x*>0.
Le signe de f (x) est donc celui de son numérateur.
Comme: -1<x<1=>-2<x-1<0, le facteur x—1 est strictement négatif.
Par ailleurs : 2x+1=0< x = —% .Onadonc:
e Pour tout x dans }1; —%[ 2x+1<0 etdonc f'(x)>0.
o f (—ij =0.
2
e Pour tout x dans }%;l{, 2x+1>0 etdonc f'(x)<0.
Onadéja f(1)=f(-1)=0.Oncalcule:
f(_l_ (1 ___ /__ \F Sf
4 2\N4 2 2
Les éléments précédents nous permettent de dresser le tableau de variation de f :
1
X - - 1
1 2
f'(x) + -
33
4
f
0 0
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Optimisation

a)

b)

D’apres I’étude des variations de la fonction f, celle-ci admet un maximum global sur
: 1 ] . :
I’intervalle [—1;1] pour X:_E' Comme f(x) représente I’aire du triangle AMM", on en

déduit finalement :

L’aire du triangle AMM " est maximale pour x = —%.

La conjecture formulée a I’issue de la construction demandée était donc exacte.

33

1
L’aire maximale est égale a f (——j soit, d’apres la question précédente : o

Pourx——% ona: MM'=21- —2/1 —— —2\/7 \fet

AH=1-x=1- ( 1):—.
2) 2

3
Il vientalors : tanMM A= __AH _ 2 _

3
W T 1 B

_f.

On en déduit immédiatement : MM'A =~
Or, de la symétrie du probléme il résulte que le triangle AMM" est isocéle en A.
Le triangle AMM " est isocele et ses angles a la base ont pour mesure % : nous avons donc

affaire a un triangle équilatéral.

Le triangle AMM" d’aire maximale est un triangle équilatéral.
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