Calcul intégral.

Corrigés d’exercices
Version du 06/04/2014

Les exercices du livre corrigés dans ce document sont les suivants :

Page 213|: N°112
Page 214 : N°114, 116
Page 215/: N°119
Page 217|: N°129

IN°112 page 213
Partie A
i . - -x? X 1 x
1. a. Pour tout réel x strictement positif, ona: xe™ =—==—x—-.
e* X ¢
Ona:
.1
lim==0
X400 ¥
- produit 1 XZ
2 _ [ =
XILTwX =+00 composition X2 = XILT’O;XG_XZ =0
= lim—=0
X : . = e
lim —- =0 (croissance comparée) e
X—+0 @
lim f(x)=0
X—>+00 ( )

b. La fonction f est dérivable sur R, comme produit de deux fonctions dérivables sur cet
intervalle et pour tout x strictement positif, on a:

f'(x)=1x e + x><(—2x><e’Xz ) —e ¥ —2x% " = (1—2x2)e’X2

Le trindbme 1—2x* s’annule pour izﬁ et 1 ——2.
J2o2 22
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Ainsi, comme le coefficient de « x* » est strictement négatif, 1—2x> est strictement

2

positif pour tout réel x dans I’intervalle }— 7{ et 1—2x” est strictement positif pour

tout réel x dans I’intervalle }oo ; —%{ U }g T+ oo{ .

Finalement :
\/E{

e La fonction f est strictement croissante sur I’intervalle {0;—7 .

) . L. . 2
e La fonction f est strictement décroissante sur I’intervalle {% D4 oo{ )

V2

La fonction f admet bien un maximum en 7 .

Ona: f [%]_ﬁxexp{(ﬁJzJ_ﬂxexp[EJ_LXL_L.

2 2 2 2 2 e 2e
La fonction f admet un maximumen — et f ﬁ =L.
2 ) e

2. a.Onaimmédiatement f (0)= 0xe™ =0 et, d’aprés la premiére question :
lim f(x)=0.

D’apres ces résultats et les variations de la fonction f déterminées ci-dessus, on en déduit
que la fonction f prend des valeurs positives sur R,

Ainsi, I’aire F(a) cherchée vaut : j x)dx, soit : j dx=_|'0axe’xzdx.

Pour calculer cette intégrale, on pose : u(x) =e " qui est dérivable sur R . Pour tout x
. R pi . 1 1 e N
réelona: u'(x)=-2xe™ . Ainsi, la fonction x - —5u (x)= —Ee est une primitive

de la fonction fsur R, . Onadonc :

F(a)= _[: f(x)dx= _[Oaxe’xzdx = [—%exz T = —%eaz —(—%eoz j :%(l—eaz)
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b.Ona:
lim (—az) = —00 | composition )
o . X = allm eia =0 composition 1 1
fim & =0 = Jmgl-e)=3
.1 1
lim>(3-9=5
. 1
lim F (a)=2
aLrEc (a) 2
Partie B

1. Pour tout entier naturel n non nul, on a [n , n+1] - {% : +oo{ . Ainsi, la fonction f est

strictement décroissante sur I’intervalle [n ; n+1] et on en déduit immédiatement :
vxel[n;n+1], f(n)> f(x)> f (n+1).

n+l
n

D’ou, en intégrant : jnn+l f(n Jrl)dxg_[nn+1 f (x)dxsj f (n)dx, c'est-a-dire :

f(n +1).[nn+ldxs_|':+l f(x)dx< f (n).[nmdx ,soit: f(n+1)<u, < f(n).

vneN, f(n+l)<u, < f(n)

2. Dr’apres la question précédente, on a, pour tout entier naturel n non nul :
f(n+1)<u,<f(n).Etdonc: f(n+2)<u,,<f(n+1).

n+l —

Soit: f(n+2)<u,, < f(n+1)<u, < f(n).On en déduitimmédiatement : u,,, <u,.

n+l

| La suite u est décroissante.

3. Lafonction f prenant des valeurs positives, I"inégalité f (n+1)<u, (cf. la question 1.)

nous permet immédiatement de conclure que la suite u est minorée par 0. Comme u est
minorée et décroissante (cf. la question précédente) elle converge.

A la question 1 de la partie A, on a établi : lim f (x)=0. On en déduit :

X—>+0

lim f(n)=lim f(n+1)=0. L encadrement obtenu a la question 1. ci-dessus nous
nN—+owo

nN—+oo

donne alors, en passant a la limite et en utilisant le théoréme des gendarmes : limu, =0.

X—>+0

| La suite u converge vers 0.
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IN°114 page 214

b
< H f (x)| dx équivaut a montrer que I’'on a:

a

f (x)dxsj:|f (x)|dx et —i f (x)dxsj:|f (x)|dx.

Montrer que I’on a

jf(x)dx

D — T

On va utiliser le fait que pour tout x réel de [a;b], ona: f(x)<|f(x)| et —f (x)<|f(x)|
(en fait on a bien siir | f (x)|=f(x) ou | f (x)|=—f (x), suivant le signe de f (x) , mais ce
n’est pas ce qui nous intéresse ici !).

Ona: f(x)<|f(x)|< |f(x)-f(x)=0.

Or, la fonction f étant continue sur [a ; b], il en va de méme de la fonction |f| etde la
fonction | |- f .

Comme on vient de voir que la fonction | f |— f prenait des valeurs positives sur [a ; b], ona:
b

[([f ()] f(x))dx=>0.

a

b b
La linéarité de I’intégrale nous donne alors : H f (x)]dx 2[ f(x)dx.

On a ainsi établi la premiére inégalité cherchée.

La seconde inegalité se montre de fagon analogue.

IN°116 page 214

1. a Pourtoutréelt,ona: e >0.0nen déduit: 4e' >0, e'+1>1>0 et, de fait: f(t)>0.

Par ailleurs, la fonction exponentielle étant continue sur R, il en va de méme pour les

fonctions t— 4e' et t+— €' +1. Ainsi, la fonction f est continue sur R comme rapport de
deux fonctions continues sur R .

Enfin, la fonction logarithme népérien étant strictement croissante sur IR’ , on a, pour tout
entier naturel n non nul : n<n+1< In(n)<In(n+1).

Finalement :

Pour tout entier naturel n non nul, u, est égale a I’aire sous la courbe de la fonction f
entre les droites d’équations x =In(n) et x=In(n+1).
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b. Posons u(t)=et +1.

La fonction est dérivable sur R comme somme de deux fonctions dérivables sur cet

intervalle et pour tout t réel, ona: u'(t)=e".

L , 4u u'(t
Ainsi, pour tout tréel, ona: f(t)= (1) =4 ) . Comme u prend des valeurs
u(t) - u(t)
strictement positives sur R, on en déduit immédiatement qu’une primitive de la fonction f
sur R est la fonction : F(t)=4Inu(t)=4In(e'+1).

Il vient alors, pour tout entier naturel non nul :

U = In(n+1) f dt _ I:F :|In n;rl)

n In(n)
—4In(eIn (n+2) +1) 4In(enn +1)
=4In(n+1+1)-4In(n+1)
=4In(n+2)-4In(n+1)

(
(
4|n(n+2j

n+1

vneN’, u, —4In(n+2j
n+1

2. D’apres la question 1.a. :
e U, estégale a I"aire sous la courbe de la fonction f entre les droites d’équations

=In(1)=0 et x=In(2).
e U, estégale a I"aire sous la courbe de la fonction f entre les droites d’équations
=In(2) et x=In(3).

e u,, estégale a l’aire sous la courbe de la fonction f entre les droites d’équations
=In(n-1) et x=In(n).
e u, estégale al’aire sous la courbe de la fonction f entre les droites d’équations
x=In(n) et x=In(n+1).

On en déduit immédiatement, les intersections, 2 a 2, des domaines ci-dessus étant d’aires
nulles, que :

S, est égale a I"aire sous la courbe de la fonction f

entre les droites d’équations x=0 et x=In(n+1).
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D’apres la question 1.b. ona:

S,=U +U, +U;+...4U, , +U,

=4In E +41In i +41In E +...+4In n_+1 +41In nLZ
2 3 4 n n+1
(3 4 5 n+1 n+2j

=4In| =x—Xx—x...X X
2 3 4

n n+1
:4In(nL2j
2

vneN’, S, =4In(nL22j

3. a. Nous illustrons, pour n=99, la situation étudiée :

451

44

354 e ‘ et + 1

34 A

1 05 o 05 i 15 2 25 3 35 4 45 5 55 6 65 7 75
In (100)

L’aire _o7, cherchée est celle du domaine hachuré (_o7, dans notre exemple).

Aprés avoir remarqué que I’on avait vVt e R, e' <e' +1 etdonc f (t) <4, ilvient:

In(n+1)

o= (4= ()t
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En tenant compte de la question précédente, il vient :

In(n+1

o=, )(4—f(t))dt
In(n+1) In(n+1)
= [ 4de—[ " f (1)t
=4In(n+1)-S,

:4In(n+1)—4ln(n%2)

"
2(n+1) 5

b. On a immédiatement : =2 .
n+2 1 2
+
n
1+1
o ] 2(n+1 . "
Comme |im (1+£J: lim (1+Ej:1, il vient: lim [MJZ lim|2—0 |=2.
n—+o00 n n—+o0 n n—+o0 n + N—+o0 1 g
" n

: . s : . 2(n+1)
Comme la fonction logarithme népérien est continue en 2 : lim In el In2.
n—+wo n +

Et finalement :

lim o7 =4In(2)

N—+o0

IN°119 page 215

Pour x réel dans I’intervalle [0;1],ona: m< f(x)<M.

- . . 1 .
C’est evidemment encore vrai dans I’intervalle {0 ; —} c [0 ; 1] pour tout entier naturel n non
n

nul.
1 1 1 m M
On en déduit alors : J.“ mdx < J'” f(x)dx< J'“ M dx, c'est-a-dire : —<u, <—.
0 0 0 n n
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L . e m M . X
On a immédiatement, m et M étant fixés : lim — = lim — =0 et finalement, d’aprés le

nN—+00 n nN—+w n

théoreme des gendarmes : limu, =0.

N—>+o0

limu, =0

n—+wo

IN°129 page 217

Comme primitive de la fonction x+ e, on obtient facilement la fonction x — —e7*.
Il vient alors :

n+l

u, = e’xdx:[—e’x]n+l =™ ~(-e")= -1 +i:i—l><i:(1—£ji

n n n+1 n

€ €

. .1 . :
Comme lime" =+, 0na lim —=0 et, finalement: limu, =0.

n—>+o0 n—+0 @ n—-+%

limu, =0

N—+o0
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