Compléments sur les fonctions.

Corrigés d’exercices
Version du 11/11/2014

Les exercices du livre corrigés dans ce document sont les suivants :

Page 104 : N°22, 23 Page 109 : N°53

Page 105 : N°25, 27 Page 110 : N°57

Page 106/ : N°37 Page 112/ : N°69

Page 107/ : N°39 Page 116/ : N°79, 80, 82
Page 108/ : N°45

IN°22 page 104

1. Onafacilement: | f'(x)= —%—Zsin X
X

. 1
2. Onafacilement: |f'(Xx)=cosXx———=
() i

3. Onafacilement: | f '(x)=-3sinx—2cosx+1

IN°23 page 104

Dans cet exercice, on dérive des produits de fonctions.

1. f'(x)=2xxcosx+Xx* x(-sinx) —[2xcos x— x?sin x|

2. f'(x) =(3x2 +4x)xsin x+(x3 +2x2 +1)xcosx =|(3x+4) xsin x+(x3 +2x2 +1)cosx

€OS X — 2Xsin X

24/x

3. f'(x)= 1 X COS X+ /X x(—sin x) =

24/x

IN°25 page 105

1. Pourtoutréelsx,ona: -1<sinx<1.
On en déduit alors immédiatement ; x* +3x—-1< x3 +3x+sinx < x® +3x +1.

VXeR, X* +3x—1< X3 +3x+sinx < X3 +3x+1
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2. Pour tout x réel non nul, ona:

2 3

x3’+3x—1:x3(1+i 1] et x3+3x+1=x3(1+i+i3j

X X X X
Ona:
.3
lim —2:0
X—>—0 ¥
. -1 addition 3 1
||m_3:O = lim 1+—2——3 =1 multiplication 3 1
x> X o XS X = limxX*| 1+ -=|=-w
lim1=1 o X
X—>—o0
lim x* = -0
X—>—00

C'est-a-dire : lim (x3 +3x+1) _—

X—>—00

Comme x*+3x+sin x < x> +3x+1, il vient alors (théoréme de comparaison) :

lim (x3 +3x+sin x) ——

X—>—%0

De facon similaire, on montre : lim (x3 +3x—l) = 40,

X—>+0

Comme x*+3x—-1< x> +3x+sin x, il vient alors (théoréme de comparaison) :

lim (x3 +3X+sin x) — 400

X—>+0

lim (x3+3x+sin x):—oo et lim (x3+3x+sin x):+oo

X—>—00 X—>+0

IN°27 page 105

1. Pourtoutréel x,ona —-1<cosx<1etdonc x—1<Xx+cosx<x+1.
Comme lim x=+o0,0na lim (x—1)=+ew, on en déduit immédiatement (théoreme de

X—>+00 X—>+00

comparaison (minoration)) :

lim (x+cosx) = +o0

X—>+0
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2. Pour tout réel x, ona —1<sinx <1. Alors, pour tout réel x strictement positif, on a :

__135””(31,

X X X

Comme lim -1 lim 1 0, il vient immédiatement (théoréme des gendarmes) :

X400 X X—>+0

. sinx
lim——=0

X—>+0 X

3. Pour tout réel x, ona —1<sinx <1. Alors, pour tout réel x positif, ona:
~1-+/x <sinx—+/x <1-Xx.

Comme lim +/x =400, il vient lim (1—\&) =—oo et on en déduit immédiatement

X—>+0 X—>+0

(théoreme de comparaison (majoration)) :

Iim(sinx—&)z—oo

X—>+00

IN°37 page 106

1. Cest FAUX!!
La fonction x > sin(2x) admet pour fonction dérivée sur R la fonction x > 2cos(2x).

2. C’est FAUX!

La fonction x > cos (3x +%] admet pour fonction dérivée sur R la fonction

X —3sin(3x+%).

3. C’est VRAI!

4. C’est VRAI !
On peut le justifier de diverses fagons.

En notant que pour tout x réel, on a : sin(;r—x) =sinzcosXx—coszsinx=sinx, le

résultat est immédiat.
On peut aussi commencer par dériver la fonction. On obtient : X > —cos(z —X).

Or: —cos(7—x) = —[cosm;os X+sin zsin x] =cos X. On retrouve le résultat précédent.
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IN°39 page 107

1. La fonction f est dérivable sur R comme composée d’une fonction linéaire (X — 2x) et
de la fonction sinus, toutes deux dérivables sur R.

Pour tout x réel, ona: f'(x)=2cos(2x).
Ainsi, I’équation réduite de la tangente a la courbe représentative de f au point d’abscisse

r= {551 (3)
S

=2><COS7Z'><(X—%J+O

A

=-2X+71

Vs
— est:

Réponse c.

2. Lafonction f est dérivable sur R comme fonction polynéme (toute puissance d’exposant
un entier naturel d’une fonction polynéme est encore une fonction polynéme).

Ona: f =u® avec UZXI—>(1—2X)3.AinSiZ f'=3u'u?, soit:
£(x)=3u"(x)(u(x)) =3x(-2)x(1-2x)* =6(1-2x)°

Ainsi, I’équation réduite de la tangente a la courbe représentative de f au point d’abscisse
lest:

y=f'()x(x-1)+f (1)

Réponse b. \

3. La fonction f est dérivable sur R comme composeée d’une fonction affine ( x — 3x +%) et

de la fonction cosinus, toutes deux dérivables sur R .

Lycée Fénelon Sainte-Marie 4/18 M. Lichtenberg
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Pour tout x réel, on a : f '(x):—3sin[3x+%).

Ainsi, I’équation réduite de la tangente a la courbe représentative de f au point d’abscisse
Oest:

y=f'(0)x(x-0)+ f(0)
= —33in(3x0+£jx x+cos(3x0+£j
4 4

. T T
=—-3SIiNn—x X+ COS—
4 4

V2o 2

=—-3X—XX+—
2 2

W2 2
2 2

Réponse b.

4. La fonction racine carrée est dérivable sur R’, . Ainsi, la fonction f sera dérivable en tout
. < 1
point tel que 3x—1> 0, c'est-a-dire sur k ;+ oo[ :

Ainsi, de la méme fagcon que la tangente a la courbe représentative de la fonction racine
carrée au point d’abscisse 0 est verticale (d’équation x=0), il en ira de méme pour la

tangente a la courbe représentative de la fonction f au point d’abscisse 3 Son équation

1
seradonc : x 25'

On peut établir ce résultat :

e Géometriquement en soulignant que la courbe représentative de la fonction f
s’obtient a partir de celle de la fonction racine carrée en effectuant une translation

de vecteur %T .

e Analytiquement en notant que pour tout réel h strictement positif, on a :

) HE) s ss s

h h h h Jh
1 1
fl=+h|-f|=
| N (3+j (3) 3
Il vient alors ; lim =lim— =+w.
oS h eh

On retrouve le résultat (tangente verticale).
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IN°45 page 108

1. Lafonction f est une fonction polyndme, elle est donc dérivable sur R .

Comme f(x):(u(x))4 avec u(x):%x—l et, de fait u‘(x):%, il vient :

41 3
vxeR, f '(X):4x%x(%x—l} =3x(%x—l]

3
La fonction f est dérivable sur R et VxeR, f'(x)= 3x(%x —1} .

2. Lafonction f est une fonction rationnelle. Son ensemble de dérivabilité est donc identique
a son domaine de definition. Or,ona: xe 7 < (1—2x)2 #0.

Ona: (1-2x)° =O<:>1—2x=0<:>x=%.
1
Donc : %:R\{E}.

Ona: ¥xe 7, f(x)=(1-2x)" delaforme (u(x))f2 avec u(x)=1-2x.
La fonction u est dérivable sur R en tant que fonction affine etona VxR, u (x) =-2.

Finalement :
Vxe 7, f ‘(x):—2><u'(x)><(u(x))_2_l =—2><(—2)><(1—2x)73 - a i )3
—2X
. » 1 1) .. 4
La fonction f est dérivable sur R\{—} et VXER\{—}, f'(x)= -
2 2 (1-2x)

. . . X . . .
3. Lafonction f est la composée de la fonction x — E_l et de la fonction racine carrée.
Cette derniére étant dérivable sur R’ , la fonction f sera dérivable pour tout réel x tel que
§—1>0, soit X > 2.

Ainsi, I’ensemble de dérivabilité de f est I’intervalle ]2 X +oo[ )
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e . X . 1 .
Comme la dérivée de la fonction x — E—l est la fonction x — > on a, pour tout x reel

strictement supérieur a 2 :
1

fr(x)=—2 =1

2\/"—1 4\/’(—1
2 2

1

La fonction f est dérivable sur ]2; +oo et Wxe]2;+w[, f'(x)=

4% 1
2

4. La fonction f est la composée de la fonction x 27zx+% et de la fonction cosinus, toutes

deux dérivables sur R .
On sait que la dérivée de la fonction x +— f (ax+b) est la fonction x> ax f'(ax+b).

Comme la dérivée de la fonction cosinus est la fonction —cosinus, il vient :

f'(x)= an[—sin(an +%ﬂ = —27zsin(27zx+%j

La fonction f est dérivable sur R et VxeR, f'(x)=-2zsin (Zﬂ'X +%)

IN°53 page 109

Notons d’abord que I’on a : f(fj:sin(zjx /£+1= /£+1 et g(zjz /£+1
2 2 2 2 2 2

Ainsi, les courbes représentatives des fonctions f et g passent par le point A d’abscisse % et

d’ordonnée ,/%+1.

Ainsi, nous pouvons maintenant nous intéresser aux coefficients directeurs des tangentes aux

courbes &7 et Z; en A, c'est-a-direa f (%) eta g[%) respectivement.

La fonction g est de la forme Ju avec u:x > x+1 dérivable sur R et de dérivée u': x 1.
Comme la fonction racine carrée est dérivable sur R’ , on en déduit que la fonction g est

dérivable en tout point tel que x+1> 0, c'est-a-dire sur I’intervalle ]—1; + oo[ .
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u'(x) 1
2\/u(x) N

Onaalors: Vxe]-1;+oo[, g'(x) =

Ainsi : g'(%)= ! .
2.7 11
2

Par ailleurs, ona: f (x)=sinxx~/x+1=sinxxg(x). Comme la fonction sinus est dérivable
sur R et la fonction g sur I’intervalle |-1; + o[, leur produit est également dérivable sur

I’intervalle ]-1;+o[ . On a alors :

Vxe -1 +oof, f(x)=cosxxg(x)+sinxxg'(x)=cos Xx~/x+1+sinxx 2\/>1<+1

En particulier : ' = COSy— x/—+1+sm—>< I =g'(£j.
e

+1
2

Ainsi, les coefficients directeurs des tangentes aux courbes Z; et % en A étant identiques,
on en déduit immédiatement qu’elles sont confondues.

Les courbes représentatives des fonctions f et g admettent une tangente commune

au point d’abscisse %

A titre de complément, notons que I’équation réduite de la tangent considérée s’écrit :

v=f@xtx—%%f&%%x(x—%@

2.]—+1
2

Lycée Fénelon Sainte-Marie 8/18 M. Lichtenberg
Classe de Terminale S 2014-2015




Compléments sur les fonctions
Corrigés d’exercices / Version du 11/11/2014

D’ou la représentation graphique :

6]
54
4]
! X ( + il + 2)
- x4 =
(W 2
34
N y=+r+1
A
// g(z) = sin(z) x Vo +1
0
- 0 1 2 3 4 5 6 7 9 10

On pourra aller plus loin en remarquant qu’il se passe des choses tout aussi intéressantes aux

points d’abscisses %+ 2kz (k eZ) ! Et puis (vive Geogebra !) on pourra symétriser la

courbe &, par rapport a I’axe des abscisses et obtenir ainsi la nouvelle figure ci-apres.

Lycée Fénelon Sainte-Marie 9/18
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y=—vr+1

Les branches bleue et verte ne seraient-elles pas deux branches d’une seule et méme
parabole ? Bingo ! ©

IN°57 page 110

Dans cet exercice, on a affaire a des fonctions de la forme \N avec u dérivable sur un
intervalle adapté. On va donc, a chaque fois, utiliser la formule : (\ﬂ) = F :
u

1. f(x)=vx*+1l.lci,ona: u(x)=x’+1etdonc u'(x)=3x".

) 3x?
Pour tout réel x de I’intervalle [0;+oo| ,onadonc: f'(X)=——.
[ [ (x) 20 +1

3x?

2403 +1

VXE[0;+oo[, f'(X)=

Lycée Fénelon Sainte-Marie 10/18 M. Lichtenberg
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1 . . ..
2. f(x)=,1-=.Ici,ona: u(x):l—l. En tenant compte du fait que la fonction inverse
X X

admet pour dérivée la fonction x+— ——- L cona:u'( —(_izjziz
X’ X
1
2
Pour tout réel x de Iintervalle ]—o; 0], onadonc: f'(x)= S 1 .
2\/1—1 ZXZ\/l—l
X X
. 1
‘v’Xe]—oo;O[,f (x): -
2x% [1-=
X

3. f(x)=+/cosx.lIci,ona: u(x)=cosx etdonc u'(x)=—sinx.
—sin x

2\Jcosx

Pour tout x de I’intervalle {O : %{ ,onadonc: f (x) =

V4 —sinx
Vxe|0;—, f'(x)=
{ 2{ () 2~/C0S X

IN°69 page 112,

1. Lafonction f est définie sur 2 =R comme différence de deux fonctions (le cube de la

fonction cosinus et celui de la fonction sinus) définies sur R . Pour tout x réel, on a donc :
X+2re 7 .

Par ailleurs, pour tout x réel, on a :

3

f (x+27)=cos’(x+27)-sin (x+27r)

(

( ))3 (sm(x+27r))
= (cos(x))" ~(sin(x))’

(

)

=(cos(x+27

=cos’(x)—sin®(x)
=f(x

Ainsi :

La fonction f est 27 — périodique.

Lycée Fénelon Sainte-Marie 11/18 M. Lichtenberg
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2. a. Pourtoutréel x,ona:

\/Ecos(x—%j =ﬁ(cosx><cos%+sin XxSin%j

1 . 1
=\/2(cosx><—+sm XX—]
V2 V2

= C0S X +Sin X

Vx eR, \/Ecos(x—%j:coswrsinx

b. Comme la dérivée de la fonction cosinus est I’opposée de la fonction sinus, la dérivée
de la fonction x — cos®(x) est la fonction x i —3sin(x)xcos? ().

De méme, comme la dérivée de la fonction sinus est la fonction cosinus, la dérivée de la
fonction x> sin®(x) est la fonction x > 3cos(x)xsin®(x).

Finalement, pour tout x réel, on a:
f'(x) =—-3sin(x)cos* (x)—3cos(x)sin®(x)
= —35in(x)cos(x)[cos(x)+sin(x)]
Soit, en tenant compte du résultat de la question précédente :

f*(x) =-3sin(x)cos(x)[ cos(x)+sin(x) ]

=_3J§sin(X)COS(X)C°S(X_%j

vxeR, f'(x)= —3\/§Sin(X)COS(X)COS(x—%j

3. On veut étudier le signe de f '(x) sur I'intervalle [-z ; 7].

Les facteurs sin(x) et cos(x) ci-dessus ne posent pas de probléme (on se réfere
directement au cours sur les fonctions sinus et cosinus).

Reste a étudier le signe de cos[x—%] .

onacos| x-Z |>0ex-Ze —£+2kﬂ';£+2kﬂ' oukeZ.
4 4 2 2
Mais on a, pour tout entier k :

x—Le |-Ziokr; Zioka| oxe mZ+Z12kn; T+ E 1 2kn
4 2 2 2 4 2 4

Lycée Fénelon Sainte-Marie 12/18 M. Lichtenberg
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Soit, finalement : cos(x—%]>0<:> XG}—%-l—Zkﬂ';gTﬂ'-l-Zkﬂ'[ oukeZ.

Sur I'intervalle [-7 ; ], on a donc : cos(x—%) >0 xe }—Z ; 3777{
De ce qui précéde, on tire le tableau de signes :
Vs Vs KY/4
X - -— -— 0 — — T
2 4 2 4
COS X — 0 + + + 0 - -
sin X 0 - - - 0 + + + 0
cos(x—zJ - - 0 + + + 0o —
4
f'(x) o + 0 - 0 + 0 - 0 + 0 - 0

Pour pouvoir donner le tableau de signe complet de f sur I’intervalle [—7z ; 7z] , on calcule
les valeurs particulieres de f :

f(-7)=f(r)=cos’(z)-sin’(7)= (—1)3 -0

f (—%) :0053(—” —sin{—%) =0’ —(—1)3 =1
f (0)=cos’
()=l

(5 (5 ()5 &

Nous pouvons désormais dresser le tableau de variation de la fonction f.

I
|
-

&%)
—sin®(0)=1°-0°=1

_.,

|

|

N—
Il
(]
o
wm
w
|

NG

N——
|
@,
>
w
|

N— ~—
Il

o
~

)
o
(72}

NN

|
Q
5

T T T 3z
X - - —— 0 - — V4

2 4 2 4
f'(x) o + 0 - 0 + 0 - 0 + 0 - 0

1 1 1

V2

f
1

-1 J2 -1 -1
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25

) AN
y = cos”(x) — sin’(x)

(0;1)

-3.5

(=m; —1)

-2.5

5. a. On a, en développant :

3.5

G @

(a—b)(a2+ab+b2)=a3}a€tu>ab/‘(>a€b\7ab4—b3 =a’-b’

Pour tous réelsaetb, ona:
(a—b)(a2 +ab+b2) —a®-p’

b. On a, en tenant compte du résultat de la question précédente :
f(x)=0
< cos’(x)—sin®(x)=0
& (cos(x)—sin(x))(cos* (x)+cos(x)sin(x)+sin’(x)) =0

< (cos(x)—sin(x))(1+cos(x)sin(x))=0

A la question 2.a. on a établi : \/fcos(x —%) =

COS X +Sin X.

Lycée Fénelon Sainte-Marie 14/18
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En remplagant « x » par « —x », il vient alors : \/Ecos(—x—%j = c0s(—x)+sin(—x),

c'est-a-dire :

cosx—sinx=\/§cos(x+%j
Par ailleurs, cos(x)sin(x) :%sin(ZX). Onadonc:
T 1.
f(x):0<:>\/fcos[x+zJ(1+Esm(2x)J=0
On a ainsi obtenu une équation produit et on a classiquement :
f(x)=0e ﬁcos(x+%)(l+%sin(2x)j =0 cos(x+%) =0ou 1+%sin(2x) =0

On ad’abord :

cos(x+%)=0<:>x+%=%+k7z,keZ©x=£+k7r,keZ

Puis :

1+%sin(2x) =0 sin(2x)=-2

Cette équation n’admet pas de solution.

Finalement :

L ensemble des solutions de I’équation f (x)=0 est {%4‘ kz, k e Z} .

IN°79 page 116

La quatre premiéres égalités que nous allons obtenir ci-dessous correspondent & des propriétés

fondamentales des fonctions sinus et cosinus et vous devez étre capables de les retrouver tres

rapidement, soit par le calcul (comme ci-dessous), soit & I’aide du cercle trigonométrique.

Ici, nous utiliserons les deux égalités classiques (a connaitre par cceur) :
cos(a+b)=cosacosb—sinasinb

sin(a+b)=sinacosh+cosasinb

Lycée Fénelon Sainte-Marie 15/18 M. Lichtenberg
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Remarque : on retrouve facilement la seconde égalité a partir de la premiére en écrivant :
sin(a+b)= cos(%—(a+b)j = cos{(%—a}t(—b)}

et en utilisant des propriétés fondamentales du sinus et du cosinus.

Ona:
sin(x+7)=sin xcos;r+cosxw:
=1 =0
cos (7 —x) = cos( 7 +(~x)) = cos  cos (~x) —sin zsin (-x) =[=cos x|
=CO0SX
sin(x+£j:sin xc0s Z + cos xsin = =
2 2
=0 =1
cos(z— xj = cos(£+(—x)j = coszcos(—x)—sin 7 sin (-x) =|sinx
2 2 2 20
==SInX
€0S(—X) +C0S X = COS X+ COS X =
sin(—x)—sin x =—sin x—sin x =[=2sin x|
IN°80 page 116
> sinle
2

Nécessairement, ona x >0 (sans quoi son sinus, sur ]—7[ ; 72'] , est négatif).

Ona sin%:% et sin (n—%) =sin %Z = sin%: % Comme la fonction sinus est strictement

croissante sur I’intervalle [0 ; %} et strictement décroissante sur I’intervalle [% ; 7Z'j| , il vient

finalement :

. 1 {7[ 57[}
sinx>=-o xe| ===
2 6 6

Lycée Fénelon Sainte-Marie 16/18 M. Lichtenberg
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- cosx<0

La fonction cosinus prend des valeurs strictement négative sur tout intervalle de la forme

}%+ 2k ; 3?”+ 2k7Z'|: ou k est un entier quelconque (k € Z).

Avec k =-1, on obtient I’intervalle : }—37” : —%{ et avec k =0, on obtient I’intervalle

ﬁ;s—” .Commeona: —3—”<—7r<—£<£<7r<3—”,0n en déduit finalement :
2 2 2 2 2 2

cosx <0< Xe}—ﬂ';—z[U}z;ﬂ'[
2 2

2

2 sinx<———
2

Nécessairement, ona x <0 (sans quoi son sinus, sur ]—7z ; 7z] , est positif).
. T \/5 . T . 3z . T \/E .
Onasin| —— |=——— et sin| -z += |=sin| —— |=sin| —= |=———. Comme la fonction
4 2 4 4 4 2
sinus est strictement décroissante sur I’intervalle |:—7Z : —%} et strictement croissante sur

I’intervalle [—% : 0} , il vient finalement :

IN°82 page 116

Rappelons que I'on a :
cosa=cosh< a=b+2kroua=-b+2kr, keZ
sina=sinb< a=b+2kroua=7r-b+2kz, keZ

sin£x+£j:1<:> X+£=£+2kﬂ',k€Z<Z>X=£+2k7Z',kEZ
6 6 2 3

y={%+2k7r, k EZ}
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Compléments sur les fonctions
Corrigés d’exercices / Version du 11/11/2014

. ( ﬂj . 3
sin| 3Xx—— [=sin—
2 4
/Y 3

X =L krkeZoudx—L =L L okr kel
2 4 2 4

<:>3X=5T”+2k7r,keZOu 3X:3?7z+2k7r,keZ

<:>x:5—”+2k—”,keZou X:£+2k—7[,keZ
12 3 4 3

y:{5_ﬂ+2k_ﬁ,kez P
12 3 4 3

cos(2x) =% < cos(2x) = cos%

<:>2X=%+2k7z,keZOu 2X=—%+2kﬂ,kEZ

<:>X=%+k7z,keZOu X=—%+k7r,keZ

ﬂz{X:%Jrkiz, k EZ}U{XZ—%-Fk?Z', keZ}

X T X T S5r
COS| —+— |=—C0S— <~ C0S| —+— |=COS| T —— | =COS—
(2 3] 6 (2 3] ( 6) 6
<:>1+£:5—7[+2k7z,keZou1+£:—5—”+2k7r,keZ
2 3 6 2 3 6
<:>£=£+2k7r,keZOU§=—7—”+2k7r,keZ
2 2 2 6

S X=x+4kz,keZou X=—%+4k7z,keZ

ﬂ:{X=ﬁ+4k7r, k eZ}U{Xz—%+4kﬂ, k EZ}
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