Les nombres complexes.

Corrigés d’exercices
Version du 08/03/2015

Les exercices du livre corrigés dans ce document sont les suivants :
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Page 254 : N°99, 102, 103

IN°68 page 244

1.

Réponse b
T . . T T .. T
Ona: cos—=—isin==cos| —— [+isin| == |.
4 4 ( 4j ( 4]

Ona:

T .. T T .. T T .. (7 Az . . 4rx
-2/ cos—+isin— |=2| —cos——isin— |=2| coS| —+ |+iSIin| —+ 7 ||=2] COS— +1SINn—
3 3 3 3 3 3 3 3

Ona: |-3e”|=|-3|x|e"|=3x1=3.

Ona:Z=2e *=2xe ¢=2xe4 =2(cos%+isin%)=2(%+i%}=\/§+i\/§.
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IN°79 page 247|

1. Soit iy, y e R, un imaginaire pur.
iy est solution de (E) si, et seulementsi : (iy)’ +(-8+i)x(iy)” +(17 -8i)xiy +17i =0.
Ona:
(iy)’ +(-8+i)x(iy)" + (17 —8i)xiy +17i =0
& iy’ +(-8+i)x(-y?*)+17iy +8y +17i =0
< —iy® +8y° —iy? +17iy +8y +17i =0
<8y +8y+i(-y’—y* +17y+17)=0
<8y (y+1)+i(-y*(y+1)+17(y+1))=0
<:>8y(y+1)+i(y+1)(—y2 +17):0
<:>(y+1)x[8y+i(—y2+17)]=0
< y+1=00u8y+i(-y’+17)

8y=0
< y=-1lou )
-y°+17=0
=0
< y=-1lou y
17=0
oy=-1

L’équation (E) admet donc pour solution I’imaginaire pur —i .

2. Lefait que —i soit solution de I’équation (E) permet de factoriser
2°+(-8+1i)z +(17-8i)z+17i=0 par z—(-i)=z+i etona:
VzeC, 2’ +(-8+i)z* +(17-8i)z +17i :(z+i)(zz+az+b)

& V2eC, 2 +(-8+i)2* +(17-8i)z+17i=2"+(a+i)z* +(ai+b) z+ib

—-8+i=a+i
<117-8i=ai+b
17i=ib
a=-8
=
b=17
Finalement :
VzeC,2°+(-8+i)2" +(17-8i)z+17i = (z+i)(2* -8z +17)
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3. En utilisant la factorisation obtenue a la question précédente, il vient :
2°+(-8+i)z* +(17-8i)z+17i=0
& (z+i)(2° -82+17)=0

< z=-iouz?-8z+17=0

Résolvons alors I’équation z° -8z +17=0.

Il s’agit d’une équation du second degré a coefficients réels.

Le discriminant vaut : A = (—8)2 ~4x1x17=64-68=-4<0.

Les racines complexes conjuguées s’écrivent alors :
,_~(8)-iy-(4) _8-2i

= = =4—-ietz =7 =4+i
1 2X1 2 2 1

Finalement :

L’ensemble des solutions de I’équation z°+(—-8+i)z* +(17-8i)z+17i=0 est:
S ={-i4-0;4+i)

IN°81 page 248

1. Ona: (1+i)’ =((1+i)2)3 = (1+2i-1)° = (2i)* = 2°xi® =8x (i) = -8i.

(1+i)’ =-8i

2. a (1+i) =-8i <:>((1+i)3)2 —8i.
On en déduit que (1+i)3 :(1+i)><(1+i)2 =2ix(1+1i)=2x(-1+i) est solution de
I"équation (E).

2x(—1+i) estsolution de I’équation (E).

b. 2x(—1+i)=-2+2i estsolution de I’équation (E) . Comme deux nombres opposés
admettent le méme carré, on en déduit que —(—2+2i)=2-2i est aussi une solution de
I’équation (E).
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On en déduit, en admettant que I’équation (E) posséde deux solutions :

Les solutions de I’équation (E) sont —2+2i et 2—2i.

3. a (l+i) =-8ie ((1+i)2)3 —8i.

On en déduit que (1+i)2 =1+2i—1=2i estsolution de I’équation (E").

t=2i estsolution de I’équation (E")

27 2

3
b.Ona: (jt)’ = j* :(e'3] x(~8i)=-8ixe * " =—Bixe? =—8i.

On en déduit ainsi que jt est aussi une solution de I’équation (E) .

27

6 2z
On a aussi : (jzt)gz jetsz(e 3] x(~8i)=-8ixe ? ®_ _Gixe"" =8,

On en déduit également que le complexe j°t est solution de I’équation (E) .

Les complexes jtet j’t sont solutions de I’équation (E").

z 2z (-7 27

4. a.Onad’abord : t =-8i :8><(—i)=8e7iE puis: jt=8¢ 2xe :Se{7 ;) —8e'© et

. . _i%® 4z i[i+4—”j i3z
enfin: j°t=8e 2xe 3 =8e'? 3/ =8¢ °.

iz iz iz
t=8¢ 2, jt=8¢° et jt=8¢ ©

On obtient alors facilement dans le plan complexe les points A, B et C (cf. la figure page
suivante).
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v T 57
b. Notons d’abord que I'on a: |t|=|8e 2|=8, |jt|=|ge® 8e ©|=8.

=8 et |jt| =

Les points A, B et C appartiennent donc a un méme cercle de centre O et de rayon 8
(ATTENTION ! Ceci ne prouve en rien que le triangle ABC soit équilatéral !).

On a classiquement :
(0R0) - (0% +i. 08)-(.8) 1 oA
arg(zg; ) —arg(zg; ) = arg (z, ) —arg(z, )
arg( jt)—arg(t)

Or: arg( jt)= arg(Seﬁ] g(eiﬁjzg(&z) et arg(t)=arg(Se_izjzarg[e_izjz—%.
Dol : (OA,OB) = arg jt)—arg (t):(%_[-%n(zﬁ):4?”(27[):%”(2”).
De facon similaire, on obtient : (65 66) =arg( j’t)-arg(jt).
5z 5z 572_
Or: arg(j’t)= arg(8e 6 )—arg(e 6} ?(27:).

Dol : (@ﬁf) =arg( j’t)-arg(jt)= (%—EJ(Zﬁ) :%(Zﬁ) ==—(27).
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Enfin :
(ﬁf,ﬁ):arg(t)—arg(jzt)

Finalement : (ﬁ O—B) = (@ W:) = (ﬁ ﬁ) = 2%(27:) .

Comme A, b et C appartiennent a un méme cercle de centre O et que I'on a :
(O—A, O—B) = (O—B @) = (@ﬁ) = 2?”(277) , on en déduit que le triangle ABC est

équilatéral.

Le triangle ABC est equilatéral.

2 2
==k on
(()B.() ) 3

14 12 10 3 5 M 2 \y 2 4 6 8 10 12
(Wa’) =z (H(TB) -z

2
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IN°90 page 251

1. On veut que ODCA soit un carré direct.
Puisqu’il s’agit d’un carré de coté de longueur 1 (on a z, =1), on doit donc avoir, en

particulier : OD =1. Soit |z,|=1.
On doit également avoir (65@):%(27:) C'est-a-dire (656) :%(27:).
Soit enfin : (U,@)zarg(d)z—%(zﬂ.
On tire de ce qui précéde :
d :|d|><(cos(arg(d))+isin(arg(d)))
VA .. T
=1x| cos| —— |+isin| ——
[ -5
=i

Pour déterminer I’affixe du point C, on peut alors utiliser le fait que les segments [AD] et
[OC] ont méme milieu.

Onadonc: a+d =ﬂ,soit: 171 _c+0 etenfin: c=1-1i.
2 2 2 2
| d=—ietc=1-i.
Lycée Fénelon Sainte-Marie 7114 M. Lichtenberg
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2. a.Ona: arg(f)=(U,O—F)=(U,O—B)+(OTB,OT:).
Comme le carré OBEF est direct, on a : (O—BO—F) :%(Zﬁ) .
Par hypothése, on a aussi : (Uﬁ%) = p(27).
On en déduit : arg( f) =(U,O—F) =(ﬁ+%)(27z).

Par ailleurs : OF = | f | =0OB=1.
Finalement :

f =|f|x(cos(arg(f))+isin(arg(f)))

T .. T
=1x(cos(ﬂ+5j+|sm[ﬂ+5]j
T .. T
=cos(ﬂ+3j+|sm(ﬁ+EJ

_o)

) L. il
b. On a immédiatement : f :e[

c. De facon similaire a ce que nous avons fait a la question 1, nous utilisons le fait que les
segments [FB] et [OE] ont le méme milieu.

Onentire: f+b=g+o

,Cest-a-dire: &= f +b=ib+b=(1+i)b=(1+i)e”

On peut « améliorer » cette écriture comme suit :

e=(1+i)e” = \F(\/_HTJ e = 26 1 = (e[ﬂ*J

o (LeiYo— (Lei)en ze "

Lycée Fénelon Sainte-Marie 8/14 M. Lichtenberg
Classe de Terminale S 2014-2015



Les nombres complexes
Corrigés d’exercices / Version du 08/03/2015

3. Ona:
OFGD parallélogramme
©OF=DG ez, =17
o f-0=g-deg=1+d
< g=ib+(-i)=i(b-1)

g=i(b-1)

4. a.Comme b=¢e", il vient immédiatement :

b=cosg+ising

b.Ona: z=¢-g=(1+i)b—i(b-1)=b+ib—ib+i=b+i=cos f+i(1+sin ). Puis :

Z.=C—g=1-i-i(b-1)=1-i-ib+i=1-ib=1-i(cos #+isin #)=(1+sin B)—icos S

Onadonc:

0S —
_'B et GC
1+sin g

1+sin g
—cos f

GE

c. D’apreés le résultat de la question précédente, il vient immédiatement, le repére
considéré étant orthonormal :

GE.GC =c0s #x(1+sin B)+(1+sin B)x(~cos ) =0

On en déduit alors que le triangle GCE est rectangle en G.

Par ailleurs :

GE =Hﬁ” :\/cos2 B+ (1+sin B)° =Jcos? B+1+2sin f+sin? B =\/2(1+sin B)

GC= Hﬁf” = \/(1+sin B) +(-cos B = 1+2sin B+sin? B +cos? = \/2(1+sin B)
On adonc GE =GC et on en déduit immédiatement que le triangle GEC est isocéle en G.

Finalement :

| Le triangle GEC est rectangle et isocele en G.
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5. C’est dans ce genre de situation qu’un logiciel de géométrie dynamique (au hasard...
Geogebra ? ©) permet de se faire une idée du résultat !

0.5

-0.51

o

1.73493

2.5
1.73493 a=90°

En « libérant » le point B (i.e. en ne lui imposant plus d’appartenir au cercle
trigonométrique) et en le déplacant dans le plan, on peut conjecturer (ce n’est qu’une

conjecture...) que I’angle CGE reste droit et que les longueurs GC et GE restent égales.
Prouvons ce résultat.

On pose cette fois : b=|b|e” avec b=0.

Les raisonnements sur les arguments restent valables et il convient « seulement » de
prendre en compte le fait que le module de b est quelconque (non nul).

Ainsi, pour f on obtient : f :|b|ei(ﬁ+2J et, pour ¢ :

s (11)b = (L+1)ble” =2 [ple "
Enfin,onaencore: g=f +d =i(b-1).

Avec b =|ble” =|b|x(cos B+isin B), il vient cette fois :
zoz =b+i=|b|x(cos B +isin #)+i=|b|cos B +i(1+|o|sin B)
Zez =1-ib=1-i|b|x(cos B +isin B) = (1+|b|sin B)—i|b|cos B
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D’ou :
1+|b|sin B

|b|cos B of GE
—|bJcos B

GE .
1+]|b[sin B

On retrouve immédiatement : GE.GC = 0 et il vient ensuite :

GE =|GE] =\/|b|2 cos” B+ (1+|p|sin B)° = |b cos? B+1+2[p|sin B-+|of sin” 8

= J1+]b +2Jolsin

GC= HG—C“ = \/(1+|b|sin B +(~|b|cos B)" = \/1+ 2|b|sin g + o[ sin® 5 +]b| cos? B

= J1+]b +2Jolsin 2

On a encore : GE = GC et, finalement :

Pour tout complexe b non nul, affixe du point B,
le triangle GEC est rectangle et isocele en G.

IN°99 page 254

a. 7, =(3+i) =3 +2x3xi+i2 =9+6i ~1=[8 + 6]
b. En tenant compte du résultat précédent :
z,=(2-3i)xZ =(2-3i)x(8-6i)=2x8+2x(-6i)-3ix8-3ix(-6i)
=16-12i — 24i—18=
c. Entenant compte des deux résultats ci-dessus :

z, =iz, 2, =i(~2-36i)—(8+6i)=—2i +36 -8 6i = [28 8]

i 2 13420 (13+2i)x(5+i) 13x5+13xi+2ix5+2ixi 65+13i+10i—-2 (63+23i
S i (5-i)x(5+i) 5% +1° - 26 26
IN°102 page 254

1. Pour éviter toute confusion, nous notons z,, z,, z, et z, les affixes respectives des
points I, J, K et L.

S _ a+b b+c c+d a+d
On a alors immédiatement : z, == I, =——, 7 = et z, =

2 TR T TH

Lycée Fénelon Sainte-Marie 11/14 M. Lichtenberg
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a+b b+c c+d a+d
Z, = > y 2y = > v I = > etz =——

b+c a+b c-a c+d a+d c-a
- = etz =2,-2 = - =
2 2 2 2 2 2
Comme z; =z, on en déduit que les vecteurs 1J et LK sont égaux puis, en définitive,
que le quadrilatére IJKL est un parallélogramme.

2. alnaz;=2,-72=

a+b c+d
Le milieu du segment [IK] admet pour affixe : al ;ZK —_2 - 2 _ a+bzc+d et
b+c a-+d
- . Z,+12 2 * 2 a+b+c+d
le milieu du segment [JL] admet pour affixe : = > L 5 = 2

Les milieux des segments [IK] et [JL] admettant la méme affixe, ils sont confondus.

Comme les segments [1K] et [JL] admettent le méme milieu, on en conclut
immédiatement, comme précédemment, que le quadrilatére IJKL est un parallélogramme.

| Le quadrilatére IJKL est un parallélogramme.

IN°103 page 254
1. Ona: 2= e’ oS e[ﬁ_gj =g :COS(__szm[——j: 5
L 5 V2 2
a_ it 1
z, V2 2
2. Ona:
1 .43
iz T iain® a+ib)x| =—i—
L2 o cos * +isin 1+iﬁ 1+-£ % 1;@
3 3 2 2 (2 2/)l2 2
1 . .
E><(<';1+|b)><(l—|\/§) (a+bx/§)+i(b—a\/§)
- 1 - 2
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2, (a+bV3)+i(b-av3)

o
z, 2

3. En combinant les résultats des questions 1 et2, ona:

2 (a+by3)+i(b-aV3)

4 1 L
Z, 2 V22

Onaalors:

(a+bv3)+i(b-av3) 1 1
2 N
@(a+b\@)+i(b—a\/§)=2x(%—i%j
<:>(a+b\@)+i(b—a\@)=«/§—i\/§
@{ a+\/§b=\/§ @{\Ea+3b=\/€
—Ba+b=—/2 —fBa+b=—/2
N b=(6-+2)

A=V2-030 | as 2 B2 (VE-V2)
b=5(V6-2) ~ b=5(V6-2)
a:%(4\/§—\/§(x/€—\/§)) a:%(4\/§—3\/§+x/€)
(V6++2)
b=%(£—ﬁ)

N

a=

cosﬁzi(\/gh/i) et sinﬁzi(\/g—\/f)

12 12

IN°104 page 255

1. z=x+iy avec |z|=1.

Ona: 22=(x+iy)2=x2+2ixy—y2=x2—y2+2ixy.
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Onpose: X =Re(z’)=x"-y’.
Comme |z]=1,0na: |z =x*+y? =1° =1.

On a donc le systéme :
X2 _ y2 — X
x> +y?=1

En sommant les lignes membre a membre, on obtient : 2x*> =1+ X , soit : x* = 1+2X .
En soustrayant la premiére ligne a la seconde, on obtient : 2y* =1- X , soit : y? =%.
2
2. Onpose z= cosZ +isinZ.

8 8

Il vient : z° = cos® (Ej —sin? (Zj +2i cos(zjsin (E) .
8 8 8 8
Onadonc: X = cos? (zJ—sin2 (ﬁj = cos(foj = cos(zj = i.
8 8 8 4) 2
1+i
D’apres la question précédente, il vient alors : cos’ [Ej X V2 = ‘/§+1_
8 2 2 2\2

Commeona 0<% <0 , il vient cos( )>0 et donc : cos( j V241

8 8 8 o2

1
On a aussi : cos’ (szl—X ‘/_ J2-1 et comme Os£<0, il vient
8 2 2 22 8
sin(£j>0 et, finalement : sm zj V21
8 8 PN
cos \/§+1 et si n E
22 22
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