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- N°

La fonction f est dérivable sur R en tant que fonction polynéme et on a :

f '(x):5><x4+1x4x3—2><3x2+5
2

=5x* +2x3—

6X°+5

f'(x)=5x"+2

x®—6x*+5

IN°47 page 78

La fonction f est dérivable sur ]0;+oc[ en tant que produit de deux fonctions dérivables sur cet
intervalle etona:

f '(x):3x\/§+(3x—1)><

~ 6x+(3x—1)

23x
~9x-1

NN

1
2Jx
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IN°48 page 7§

La fonction f est dérivable sur tout intervalle de D en tant que fonction rationnelle et on a :

(2x+1)><(x+2)—(x2 +x+1)><1

f'(x)=

(x+2)°
22X 4+5x+2-x2 —x-1
(x+2)’
X2 +4x+1
(x+2)°

, X +4x+1
T

IN°49 page 78

La fonction f est dérivable sur D en tant que rapport de deux fonctions dérivables sur cet
intervalle etona:

, —sin x(1-sin x)—(1+cos x)(—cos x)
f (X)= ; 2
(1-sinx)
_ —sinx+sin? X +c0s X + cos* X
(1—sin x)2
:l—sin X 4+ COS X
(1-sin x)2

(x) _ 1-sin X +cos X
(1-sin x)2

IN°50 page 7§

La fonction f est dérivable sur D en tant que fonction rationnelle et on a :

0x(3%* +5)—1x3x 2x
(3x2 +5)
—6X
(3x2 +5)2

f'(x)=
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—6X

Fx :(3x2+5)2

On pouvait également considérer la fonction f comme la composée de la fonction x — 3x* +5
et de la fonction inverse. Il vient alors :

-1 —6X
f'(x)=6 _
(x)=6xx (3x2+5)  (3x?+5)

On retrouve bien sdr le résultat obtenu précédemment.

IN°51 page 78

La fonction f est dérivable sur R en tant que composée de deux fonctions polynémes, elles-
mémes dérivables sur R : la fonction x — x? +3x—1 et la fonction carrée. On a alors :

f'(%)=(2x+3)x2(X* +3x—1) = 2(2x+3)(x* +3x 1)

f'(x)=2(2x+3)(x* +3x-1)

IN°54 page 78
1 . - ! 1 ,
1. Avec f(x)==,onaimmédiatement: f'(x)=|-—|=-x
X X2
e fom 21 -3 2
Puis: f"(x)=—(-2)xx"" =2x grat
Alors : f(3)(x) =2x(-3)xx* =—6x"" = _% _
Enfin : f(4)(X):—6><(—4)>< Xt =24x"° = % .

2. Il semblerait, d’apres ce qui précéde, que I’on ait :

Ix2x3x...xN
X—

(0 (x) = (-2 22

Remarque : je vous confirme que la conjecture précédente est vraie (nous I’établirons grace au
raisonnement par récurrence) !
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IN°55 page 7§

Dans cet exercice, nous allons utiliser le fait que si une fonction f est dérivable sur un
intervalle | alors la fonction g définie par g: x> f (ax+b) est dérivable et admet pour

fonction dérivée g': x> ax f '(ax+b) (cf. le cours).

a) Ici, a=z etb=1d%ou: |f'(x)=mcos(zx+1);

b) Ici, a=5etb=-3 dou: g'(X):5x7(5X—3)6,SOit: g'(x):35(5x—3)6 ;

) 1 ] 7
c) Ici,a=7etb=-9dou: h'(x)=7x———, soit: |h'(X) = ————|.
) ( ) 24J7X-9 ( ) 247x-9

IN°59 page 78

Remarque : la distance focale f est une donnée de I’exercice. Bien qu’aucune valeur
numérique ne soit fournie, elle doit étre traitée comme une constante.

a) Onalarelation : l+l =i. D’ou: 1 :i—l =p;f. Le membre de gauche ne
paqg f q f p fp
pouvant étre nul,ona: p— f #0. Il vient alors, en considérant les inverses :
f
q SH
p—f

b) Dans I’égalité précédente, on doit voir la distance g exprimée comme une fonction
(rationnelle) de la variable p. Le nom de la fonction n’apparaissant pas explicitement, on
peut utiliser la notation de Leibniz :

dg fx(p-—f)-fpx1 g’ 49  ¢°

dp (p-1) (p-f)  (p—f)
dg___ f*
dp (p-f)

Remarque : le principe méme de la lentille convexe de distance focale f fait qu’un objet située a
une trés grande distance de la lentille (situation modélisée par p — +oo) donnera une image

située a la distance f du centre de la lentille. Lorsque I’on fait tendre p vers +oo, la relation

l+£=£ donne bien E=%,80i'f q=f.

P g
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IN°60 page 78

1. f(0)=-2, f(1)=0, f'(1)=1et f'(5)=0.
2. a f(x)=1pour x=3 ou x=5,5;

b. f'(x)=0 pour x=3 ou x=5 ;

c. f'(x)=0 pour x[0;3]U[5;6].

IN°62 page 79

Nous allons nous aider de la dérivee de la fonction f (dérivable en tant que fonction
rationnelle).

Pour tout x réel, ona: x*+1>1>0. Le dénominateur de f (x) ne s’annulant pas, la fonction
f est définie sur R . Pour tout x réel, il vient alors :

fI(X):22><2x><(x2+1)—(§x2—1)><2x
(x2+1)
2x(2/x{+272%‘(+1)
—2

(x2 +1)2

Pour tout x réel, ona: > 0. Le signe de la dérivée est donc celui de x.

(x2 +1)2

En notant que la dérivée ne s’annule que pour x =0, on a facilement le résultat cherché :

. Si x<0, f'(x)<0. Lafonction f est donc strictement décroissante sur |—o0;0[ (et
également sur |-o;0]) ;
o Si x>0, f'(x)>0. La fonction f est donc strictement croissante sur ]O;+oo[ (et

également sur [0;+oo[ ).
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IN°65 page 79

Pour tout x strictement positif, notons que I’on a :

2
2\/§x \/§x

1. Commencons par déterminer la limite en O a droite.

On a immédiatement : lim i><x =0 et lim ﬁxi = +o0
x—0 \/§ 2

x—0
x>0

X
x>0
On en déduit, par somme :
legg f (X) =+
x>0
Puis: lim i><x =+o0 et lim ﬁxi =0.
X—>+00 \/§ x40 D X
D’ou, par somme encore :
lim f(x)=+o0

2. Pour tout x strictement positif, on a :

)
V3%

vxeR", f'(x)

3. Alaquestion 1, nous avons déterminé les limites de la fonction f aux bornes de R*". Il
convient maintenant d’étudier le signe de la dérivée de f sur ce méme ensemble.
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Le dénominateur de f' est strictement positif en tant que produit d’un carré strictement

positif et d’un facteur (\/§) également strictement positif.
Le signe de f ' est donc celui de son numérateur.

On a facilement : XZ—E: x—\/g x+\/§ .
2 2 2

Sur R*", le facteur x+\/§ est strictement positif. Quant au facteur x—\/g :

e Sur

e Sur

e Sur

e Sur

O;ﬁ ,ona: x—\/§<0;
2 2

3 _ \F
—:4o0| ,0na: X—,|—>0.
2 2

En définitive :

0 \E[ ,ona: f (x) <0 et la fonction f est strictement décroissante ;

3 . . .
\ /E; + oo{ ,ona: f'(x)>0 etlafonction f est strictement croissante

On aenfin :
3 3
3
" \f 72
On peut alors donner le tableau de variation de f :
X 0 g +00
2
f'(x) - 0
+0 +00
f
J2
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D’ou la courbe :

y=141

IN°74 page 80

On peut poser : v=v(L):k,/%+% ol LeR"™.

: , : : L C .
La fonction v est la composée de la fonction rationnelle L +— _+f qui prend ses valeurs

dans R*" (car L et C sont strictement positives) et de la fonction racine carrée. Elle est donc
dérivable sur R*" eton a, en utilisant la notation de Leibniz :

ﬂ(L)—(l—ijk 1 kLl*-c® 1
dL c U 2

2 2 2
) £+9 CL L>+C
C L CL
_kP-c* | cL _k(L-C)(L+C) | cCL
2 CL? L*+Cc* 2 cL? L2 +C?
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Comme L et C sont strictement positives, le signe de la dérivée est donné par celui de la
difference L—-C :

e SiLe|0;C[,ona L-C<0, Cest-a-dire %(L) <0 et la fonction v est strictement

décroissante ;

dv
—(C)=0;
S (C)

e SiL>C,onaL-C>0,c'est-a-dire %(L) >0 et la fonction v est strictement

croissante ;

Pour L=C, la dérivee g—\li(L) s’annule en changeant de signe. On a donc affaire a un

extremum. Par ailleurs, la dérivée est strictement négative a gauche de C et strictement
positive a droite : la fonction v admet donc un minimum pour L=C.

En guise de complément : v(C) =k %+% =2k

La vitesse est minimale pour une longueur d’onde égale a C et vaut alors v(C) =J2k .

IN°90 page 81]

1. La fonction f est rationnelle et donc dérivable sur tout intervalle de R—{—Z} . Pour tout
réel x de cet ensemble, on a :

f'(x)= _ZXX(ZH)_(l_Xz)Xl: —4x-2x* -1+x* X’ —4x-1_ x*+4x+1
(2+x)’ (2+x)’ (2+x)° (2+x)°

_x2+4x+1

vxeR—-{-2}, f'(x)= 2]

2. a. Lafonction g est la composée de la fonction sinus et de la fonction f. Pour tout réel t, on
peut écrire :

(t)= (sin()

La fonction sinus est dérivable sur R et prend ses valeurs dans I’intervalle [—1; +1] . Elle

ne peut donc prendre la valeur —2. On en déduit que la fonction g est dérivable sur R et
que pour tout t réel, ona:
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g'(t)=cos(t)x f(sin(t))
= cos(t)x[_Sinz (t)+45i“(t)+1}

(2+sin(t))2

sin” (t)+4sin(t)+1

(2+sin(t))2

sin? (t)+4sin(t)+1

(2+sin(t))2

=—cos(t)x

VteR, g'(t)=-cos(t)x

IN°110 page 86|

1. Al’aide de Geogebra, on obtient :

2. Onad’abord : f(l):\/12—1+1:\/i=1 et g(l):—%x12+1+%:l.
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Les courbes représentatives des fonctions f et g passent toutes deux par le point de
coordonnées (1;1) (comme semble d’ailleurs I’indiquer la représentation graphique

ci-dessus) que nous notons désormais A.

La fonction x — x> —x+1 est dérivable sur R en tant que fonction polynéme. Le
discriminant associé au trindbme x> —x+1 vaut —3. Comme le coefficient de x* est
strictement positif, on en déduit que 'ona: VxeR, x> —x+1>0.

Par ailleurs, la fonction racine carrée est dérivable sur R*™". On déduit de ce qui précede

que la fonction f est dérivable sur R en tant que composée de la fonction x — x> —x+1
et de la fonction racine carrée.

Pour tout x réel, on a :

1 _ 2x-1
20X —x+1  20x%—x+1

f'(x)=(2x-1)x

En particulier : f '(1):ﬁ:£.
N1 -1+1 2

La fonction g est dérivable sur R en tant que fonction polynéme et on a, pour tout x réel :

g'(x):—%x+1

En particulier : g'(1) = —%xl+1:%.

De ce qui précede, on tire que les courbes représentatives des fonctions f et g se coupent
au point A(l;l) et qu’en ce point, les tangentes ont méme coefficient directeur. Elles sont

donc confondues. Cette tangent commune est alors notée D.

Un équation de D est : y:%(x—l)+1,soit: y:%x+% :

3. On obtient :
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4. D’apres le graphique précédent, il semblerait que la courbe représentative de la fonction f
soit située au dessus de D et que celle de g soit située en dessous. Nous allons démontrer
ces conjectures.

Pour étudier, dans un premier temps, la position de la courbe représentative de f par

rapport a D, nous devons étudier le signe de la différence : f (x) —(% X +%)

On a, pour tout x réel :
1 1 > 1
f(x)—(—x+—):x/x —x+1—E(x+1)
:%[2\/x2—x+1—(x+1)J

Si x+1<0 etcomme VxeR, Vx> —x+1>0 (cf. plus haut), on a immédiatement

24x* —x+1—(x+1)>0. Soit : f(x)—(%x+%)>0.
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Si x+1>0, I’expression conjuguée 2+/x*—x+1 +(x +1) est également strictement
positive et il vient :

f (x)—(%x+%j:%[ZM—(x+l)}
[Zx/xz —x+1—(x+1)}[2\/x2 —x+l+(x+1)}

2UX* = x+1+(x+1)

1
2

1 4(x2 —x+l)—(x+1)2
2 232 —X+1+(x+1)
1 3x*-6x+3
_EZM+(X+1)

(x-1)°
2M+(x+1)

3
2

Comme (x—l)2 >0, on conclut comme précédemment : f (x)—(%x+%) >0.0n

constate, au passage, que la différence f (x)—(%x+%) s’annule uniquement pour x =1.

En définitive : pour tout x réel, ona f (x)—(%x+%) >0, I’égalité ayant lieu uniquement

pour x =1. On peut donc conclure :

La courbe représentative de la fonction f est située au dessus de la droite D. Elle la coupe
en un seul point : A.

Pour étudier, maintenant, la position de la courbe représentative de g par rapport a D, nous

devons étudier le signe de la différence : g(x) —(% X +%J

On a, pour tout x réel :
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Un carreé étant toujours positif, on a immédiatement : Vxe R, g (x) —(% X +%) <0,

I’égalité n’ayant lieu, ici encore, que pour x =1. On peut conclure :

La courbe représentative de la fonction g est située en dessous de la droite D. Elle la
coupe en un seul point : A.
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