Limites.

Corrigés d’exercices
Version du 26/07/2014

Les exercices du livre corrigés dans ce document sont les suivants :

Page 55/ : N°2 Page 75/: N°68, 70, 73
Page 57|: N°5 Page 82/: N°107

Page 59 : N°10 Page 83 : N°109

Page 71/ : N°35, 40 Page 84 : N°111, 113
Page 73 : N°53 Page 87/: N°130

Page 74]: N°54, 55, 59, 64 Page 89 : N°140

N°2 page 55

A la calculatrice, il semble que I'on ait : lim f (x)=—co.

X—>—00
Considérons un entier non nul n. On a:

f (x)<-10" & X2 +3x<-10" < x2—3x-10">0

n 2 n n 2 n n n 2 n n n
Pour x=10", 0na: X’ -3x-10" =(10") —3x10"~10" =(10") —4x10" =10" x(10" —4).
Cette expression est strictement positive (N >1< 10" >10<10"-4>6>0).

Or, la fonction x — x?> —3x—10" est strictement croissante sur E : +oo} et donc sur

[10" ; +o0]. Ainsi, pour tout x>10", on aura X’ —3x-10" >0, C'est-a-dire f (x)<-10".

On a bien :

N°5 page 57

2

, 1
Pour tout réel x nonnul,ona: x*—x=x3 (1—— .
X
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X—>+00 X2 X—>+0 X—>+00

XILTO(XB - x) = XILTO{XB (1—%)} _——

Par ailleurs, on a immédiatement : lim (x + 2) =+,

X—>+0

Comme lim i=0 et lim x* =+, on a (somme) : lim (1—%) =1 et (produit)
X

Nous avons donc affaire ici a une forme indéterminée du type « — ».
0

En factorisant au numérateur et au dénominateur par le terme de plus haut degré, on obtient,
pour tout x réel non nul :

X+2 (1+2J 1+—
X X
Ona:
liml=1
1 = lim (1—%] =1 1
Ilm _2:0 X—>+00 X . 1_7
X = lim —X -1| ,
fm1=1 BT I eat
= lim (1+—j =1 X
lim—==0 Koo X
X—>+0 ¥
lim x? =+
Finalement :
X=X
lim =4
X—>+00 X+2
IN°10 page 59

. . . X+1 . . .
a. La fonction f est la composée de la fonction x — 1 et de la fonction racine carrée.
X_

Nous calculons ainsi les limites demandées comme limites d’une fonction composée.
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w41 X(l-ﬁ-lj 14+ =
On a, pour tout x réel non nul = X)___ X
X — [ 1) 1
x|1-=] 1-=
X X
1 1 1 .
Comme lim ==0,ona(somme): lim|1+=|= lim 1—— =1 puis (rapport) :
X—>+0 X X—>+00 X X—>+o0
1+1
. x 1
m—=1-
1_7 1
X
Par ailleurs : Iximl\/sz/izl.
Finalement : lim f (x)=1.
lim f(x)=1

Limiteen 1.

La fonction f n’étant défini qu’a droite de 1, on cherche Iirrll f(x).

x>1

Ona: Ixii?(x+1)=1+1:2 et Ixigg(x—l):o*.

On en déduit (rapport) : Ilmii = +o0.

x>1

Par ailleurs : I|m VX =400,

X >+

Finalement : I|mf( )=+
X—1

x>1

leir} f (X) =+
x>1

b. lim f(x)=1 signifie que la courbe représentative de la fonction f admet, au voisinage de

X—>+00

+00, Une tangent horizontale d’équation y =1.

Lycée Fénelon Sainte-Marie 3127 M. Lichtenberg
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Iirq f (x) =+o0 signifie que la courbe représentative de la fonction f admet la droite
x>1

d’équation x =1 comme asymptote horizontale.

La courbe représentative de la fonction f admet deux asymptotes : une asymptote
horizontale, d’équation y =1, et une asymptote verticale, d’équation x=1.

A titre de complément, nous fournissons ci-dessous une représentation graphique de la courbe
représentative de la fonction f et des deux asymptotes.

5.5 1

4.5

3.5 1

2.5

IN°35 page 71

Nous allons mener un raisonnement par I’absurde en supposant qu’il existe un réel strictement
positif x, tel que f(x,)<0.

Dés lors, comme la fonction f est décroissante, ona: x> x, = f (x)< f (x,) <0. A partir du

réel x,, la fonction prend des valeurs inférieure au réel strictement négatif f (x,).

Lycée Fénelon Sainte-Marie 4127 M. Lichtenberg
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. ] . .. f(X
Considérons alors le réel strictement positif & =— (2 o) .

Commeona: lim f(x)=0, il existe unréel Atel que : x> A= —¢< f (x) <& clest-a-dire

X—>+0

@s f(x)<- f(2X°).

Pour tout réel x supérieur & x, eta A (c'est-a-dire x >max(x,, A),ona: f(x)< f(x,) et

%) (2X°) <f(x)< —#. On en déduit, f(x,) étant strictement négatif :

()= 1 (1) <o)

Le réel x, tel que f(x,)<0 n’existe pas et on a finalement :

< f(x) et, finalement : f (x)< f(x), ce qui est absurde !

vxeR’, f(x)=0

IN°40 page 71

1. Onaclassiquement :

6
5
y=21°
4
3
2
1
6 5 4 3 2 1 0 1 2 3 4 5 6

-1

lim x* = lim x* = +o0

X—>—00 X—>+00

Lycée Fénelon Sainte-Marie 527 M. Lichtenberg
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2. En supposant le repére orthogonal, la courbe représentative de la fonction g : x — —x* est
obtenue a partir de celle de la fonction f en lui appliquant la symétrie orthogonale par

rapport a I’axe des abscisses.

La courbe représentative de la fonction h: x— x*+5 est obtenue a partir de celle de la

fonction f en lui appliquant la translation de vecteur 57 .

-10

-20

-30 Y

3. Par lecture graphigue, on peut conjecturer facilement :

lim g(x)=lim g(x)=-o

X—>—o0 X—>+00
im0 = fim () ==

IN°53 page 73|

a. Onafacilement :
Iil 1 X =+00 multiplication
X—>+0

lim (x—3) =+ x>0

X—>+0

= lim x(x-3)=+wo

lim x(x—3) =+

X—>+0

Lycée Fénelon Sainte-Marie 6/27
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b. On a cette fois :

JLFEQ(—XZ)Z—OO multiplication i ) »
XILWW(HZ):_OO - xljl[(_x )(X+ )]_+Oo = lim [(—XZ)(X+2)+1]:+OO

liml=1

X—>+0

lim [(—xz)(x+2)+1] =+

X—>—0

IN°54 page 74

a. Entenant compte de lim 1= lim i=0, il vient :

X400 X X+ X3

liml=1
addition
lim (—Ej =0y = Ilim (1—1+i3j =1 multiplication 1 4
x| X X—to0 X X = lim [XB(l——+—3ﬂ:+°°
4 X—>+00 X X
lim—==0
X—>+0 X
lim x3 =+
lim {XS (1—£+i3ﬂ = 400
X—>+00 X X
b. Entenant compte de lim 1 0, il vient:
X—>+0 ¥
lim X =—o0
X—>—00 addition . 3
3 = |lim (X +—J = —00 | multiplication 3
lim—==0 oo X = lim —3x[x+—} =—©
X—>—0 ¥ X—>—0 X
lim (—3x) =+o0
lim {—3x[x+§ﬂ =—
X—>—00 X
Lycée Fénelon Sainte-Marie 7127 M. Lichtenberg
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IN°55 page 74

a. Entenant compte de lim x* =+oo et lim l=0, il vient :

X—>+0 X+ X
lim (x2 +3) B

X—>+00 multiplication
1 = lim (X2+3)(1—4]=—oo
lim (__4j -4 X

x—+o | ¥

XILrpm(x2 +3)(%—4J - o

b. Entenant compte de lim x=+o0 et lim l=0, il vient: lim E=0 et lim (x+5)=+oo.

X—>+90 X+ ¥ X+ ¥ X—>+00

Nous avons donc affaire a une forme indéterminée du type « Oxoo ».

Pour tout x non nul, il vient alors : g><(x+5) =E>< XX(]A—EJ = 2><(1+§] .
X X X X

Comme lim S_ 0, il vient (addition) : lim (1+§j =1 puis (multiplication) :
X

X400 Y X—>+00

lim {2{“5)}:2.
X—>+00 X

2

Xlirpw[gx(x+5)}

X

IN°59 page 74

a. f :xw(%+2)(x2—1) sur ]0; +oof .

Dans un premier temps, déterminons la limite de la fonction f en 0 a droite.

. 1 N |
On aclassiquement : lim==+o.D’0U : Ilm(—+2 =+00.
x—>0 ¥ x=0\ X

x>0 x>0
Par ailleurs : Iim(x2 —1) = Iim(x2 —1) =0°-1=-1.
o0 =0
On en déduit finalement (multiplication) : Iing(l+ Zj(x2 -1)= lim f (x) = 0.
X=>01 X X—>

x>0 x>0

lim f(x)=—

x—0, x>0

Lycée Fénelon Sainte-Marie 8127 M. Lichtenberg
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Dans un second temps, déterminons la limite de la fonction f en +oo.

X—=>+0 ¥ X—=>+o | X

On a classiquement : lim i:0. D’ou: lim (1+ 2j:0+2:2.

Par ailleurs : lim (x2 —1) =+,

X—>+0

On en déduit finalement (multiplication) : lim (1+ Zj(x2 ~1)=lim f(x) =+,

X—=>+0 | X X—>+00

lim f (x) =+

X—>+0

A titre de complément, nous fournissons une représentation graphique de la fonction f :

100
80
60

40 fl@) = (% » 2) (2* —1)

20

-80

b. f :xw(%+2j(x2—1) sur ]-o0; 0[.

Dans un premier temps, déterminons la limite de la fonction f en 0 a gauche.

. 1 I |
On aclassiquement : lim==—-o.D’0U : Ilm(—+2 =—00.
x—>0 ¥ x=0\ X

x<0 x<0
Par ailleurs : Ixiﬂg(x2 —1) = Ixiﬂg(x2 —1) =0°-1=-1.

x<0

Lycée Fénelon Sainte-Marie 9127 M. Lichtenberg
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On en déduit finalement (multiplication) : Iing(lJr Zj(x2 -1)= lim £ (x) = +oo.
X X X—>!

x<0 x>0

lim £ (x) = +o0
x<0

Dans un second temps, déterminons la limite de la fonction f en —w.

On a classiquement : lim l=0. D’ou: lim [l+ 2):O+2:2.

X—>—0 ¥ X—=>-o| ¥
Par ailleurs : lim (x2 —1) — 4o,

X—>—0

X—>—0\ X X—>—0

On en déduit finalement (multiplication) : lim (1+ ZJ(XZ —1) = lim f (x)=+o0.

lim f(x) =+

X—>+0

A titre de complément, nous fournissons une représentation graphique de la fonction f :

-20

Lycée Fénelon Sainte-Marie 10/27 M. Lichtenberg
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(3-2x)°
1-x

c. fixe

Dans un premier temps, déterminons la limite de la fonction f en 1 & gauche.

On a immédiatement : Iim(3—2x)3 = Iim(3—2x)3 :(3—2x1)3 =1 =1.
>;:>11 x—1

Par ailleurs, pour x<1,ona:1-x>0 etdonc: Iin}(l—x)zo*.

x<1

o - . (3-2x)" .
On en déduit finalement (division) : Im}—( . ) = I|rrl1 f(X)=+0.
X—. _X X—>.
x<1 x<1

lem f (X) =+
x<1

Dans un second temps, déterminons la limite de la fonction fen —oo.

On ad’abord :
lim (3— 2X) = 100 | composition 3
o \ = lim (3-2x)" =+
xllm X° =+ X

Et: lim (1—x)=+0.

X—>—00
Nous avons ainsi affaire a une forme indéterminée du type « — ».
(e @]

Pour tout x réel non nul, ona:

f(x)(“xf{x(izﬂsXa(iz)s G

R X(l_lj

Lycée Fénelon Sainte-Marie 11/27
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On a immédiatement : lim x* = +o0 puis :

.3
lim ==0 |awditon (3
X=X = lim (——2]2—2 composition 3 8
lim (_2):_2 x—-o| X = Jimwi;—ZJ =-8 (3 2)3
division v
lim X2 =(-2)° = lim~2_/ _g
X2 x> 1
1 [
lim ==0 |awiton (1
X——0 ¥ = |lim (__]_j =-1
lim(-1)=-1| 7 \X

Finalement (multiplication) : lim f (x)=+o.

X—>—w0

lim f(x) =+

X—>—0

A titre de complément, nous fournissons une représentation graphique de la fonction f
(bien noter que le repere n’est pas orthonormé) :

2001
180
160
1401

1204

V)
8

(3 200"

fz) =

20 r=1
0
-1.6 -1.4 -1.2 -1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.2
-20
Lycée Fénelon Sainte-Marie 12/27 M. Lichtenberg
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X —4x+4
X—2
Dans un premier temps, déterminons la limite de la fonction f en 2 & droite.

d f:ix—

Ona: lim(x’ —4x+4)=2"~4x2+4=4-8+4=0 et lim(x-2)=2-2=0.
x>2 x>2

o " - 0
Nous avons donc affaire a une forme indéterminée du type « o ».

Comme le numérateur, qui est une fonction polynéme de degré 2, s’annule pour Xx=2, on
peut mettre x —2 en facteur. On obtient facilement : x* —4x+4 = (x— 2)2 :
Pour tout x réel strictement supérieur & 2, on a ainsi :

X —ax+4 (x=2)

f(x) X—2 X—2 =x-2

Il vient alors : IXIL? f (x):lxiig(x—z):Z—Z:O.

Lerz;f(x)zo

Dans un second temps, déterminons la limite de la fonction f en 4.

On a immédiatement : lim f (x) = lim (x—2) =+o.

X—>+00 X—>+0

A titre de complément, nous fournissons une représentation graphique de la fonction f :

8 () @ - 4

Lycée Fénelon Sainte-Marie 13/27 M. Lichtenberg
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IN°64 page 74

1. f(x):\/x2+4—x=x/x2+4+(—x).
Onad’abord : lim (—x)=+o.

Puis :

H 2
lim (X +4) =+ | composition

o = limVx*+4=+w

Jim VX = o0 o
Il vient donc (somme) : lim f (x)=+o0.
X—>—00
x"ﬂl f(X) =40

2. On utilise I’expression conjuguée en notant que pour tout réel x positif on a

VX2 +4+x>0:
f(X):m_xz(\/xz+4—x)(\/x2+4+X)_\/mz_xz_ A

X +4+x I +44x C4dax

De fagon analogue a ce qui a été fait a la question précedente, on montre que I’on a :

lim (\/X2+4+X):+oo. D’ol :

X—>+0

Iim( x2+4+x)

X—>+0

+00 .
composition

. 4
= |lim—————=0
lim izo ot Ix2 44 + X
X

X >+

lim f(x)=0

X—>+0

IN°68 page 75|

1. Pourtoutxréel,ona: -1<sinx<1.
On en déduit : —1<-sinx <1 puis 1<2-sinx <3 et, enfin : x* <(2-sinx)xx* <3x*.

Comme lim x* =+, il vient, d’aprés le théoréme de comparaison (minoration) :

X—>+0

lim f(x) =+

X—>+00

Lycée Fénelon Sainte-Marie 14/27 M. Lichtenberg
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2. Pourtoutxréel,ona: —-1<cosx<1.
On en deduit : -4 <cosx—3<-2 puis —13;3—1 et enfin, pour tout réel x
2 cosx-—3 4
3x <_3_x.

positif : _X <———<
2 cosx—3 4

Comme lim [—37:) =—o0, il vient, d’aprés le théoréme de comparaison (majoration) :

X—>+00

lim f(x)=—o0

X—>+00

IN°70 page 75)

1. Pour tout réel x supérieurouégalal,ona: 0<1<x<1+x,dou: 1—31.
+ X

Onaaussi: x<1=1+Xx<x+x=2x.D’ou: 1+sz x et, 1+ x étant strictement positif :

1 X
<=,
2 1+x
En définitive :
VXG[1;+oo[,£§L31
2 1+x

Remarque : on pouvait également établir cette double inégalité en étudiant la fonction

X . . . .
X > il sur I’intervalle [1; +oo[ . Elle y est strictement croissante et on a facilement
X+

f (1):% et lim f (x)=1. Ladouble inégalité en découle.

X—>+00

2. Pour tout réel x, supérieur ou égal a 1, on a, d’apreés la double inégalité précédente :

On a immédiatement lim £ =+oo et le théoreme de comparaison (minoration) nous

X+ D
permet de conclure :
fim XV _ o
x>+ ] 4+ X
Lycée Fénelon Sainte-Marie 15/27 M. Lichtenberg
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Pour tout réel x, supérieur ou égal a 1, on a aussi, d’aprés la double inégalité précédente :

1 X 1
< <—
24x  Ix(1+x)  x
Comme lim —== lim —==0, il vient, d’aprés le théoréme d’encadrement :
X—>+00 2 I X—>+00 /
lim— =0
X—>+00 [ (1+ X)

IN°73 page 75)

a. Par définition de la partie entiére, on a, pour tout réel x : E(x) <X< E(x)+1.
L’inégalité x <E(x)+1 donne x—1<E(x).D’ol: x-1<E(X).
En définitive :

VxeR, x—1<E(x)<x

. TR X— X
b. Pourtout réel x>0, la double inégalité précédente donne : ——< <—.
X
. « 1
Soit: vxeR,1-=< f(x)<1
X

Comme lim 1 0, il vient lim (1—1) =0 et le théoréme d’encadrement nous permet de

X—>+0 ¥ X—>+00 X
conclure :
lim f(x)=1
IN°107 page 82,
— _ 2 _ N
1. Pour tout réel x non nul, ona: f(x)= 2X +7x-8 X XJ_y_ X X

X X
Comme lim 1 lim i_o il vient: lim [—2+Z—%J=—2 et lim (1—gj=1.
X—>—00 X X—>—0 X X—>—00 X X X—>—00 X
Lycée Fénelon Sainte-Marie 16/27 M. Lichtenberg
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7 8
—2+———
On en déduit (division) : lim # =-2
X—>—00 1_7
X
Comme lim x = —o0, il vient finalement (multiplication) : Iirp f(x)=+oo.

On procede de fagon similaire en +o.

Comme lim l= lim %:0, il vient: lim [—2+Z—EJ=—2 et lim (1—Ej=1.

2

X—>+0 X X—>+0 ¥ X—>+00 X X X—>+00 X
7 8
—2+———
On en déduit (division) : lim — X% =_2.
X—>+0 1 2

X
Comme lim x =+, il vient finalement (multiplication) : lim f (x)=—o.

X—>+00

lim f(x)=+c et lim f(x)=—c0.

X—>—0 X—>+0

2. Ona: Iin;(—2x2+7x—8)=—2><22+7><2—8=—8+14—8:—2.

Comme Iin;(x—z) =07, il vient (division) : Iin; f(x)=+o.
x<2 X<2
Par ailleurs, comme Iirr;(x—2)=0*, il vient (division) : Iirr; f(x)=—.

x>2 x>2

le_r>r21 f(x)=+0 et le_rE f(x)=-o.
X<2 X>2

On déduit des résultats précédents que :

La courbe représentative # de la fonction f admet pour asymptote verticale
la droite d’équation x=2.

Lycée Fénelon Sainte-Marie 17/27 M. Lichtenberg
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3. La fonction f est une fonction rationnelle. Elle est donc dérivable sur son domaine de
définition. Pour tout réel x différent de 2, il vient alors :

(0= (—2x2x+7)(x-2)—(-2x* + 7x—8)x1
(x-2)
(—4x+7)(x-2)—(-2x* +7x~8)
(x-2)
_ —4x% +15x 14+ 2x* —7x+8
(x-2)
—2x*+8x—6
> X2 —4xt3
(x=2)

On obtient facilement les racines de x> —4x+3 : ce sont 1 (racine évidente) et 3.
On en déduit alors immeédiatement :

e Sixe]-0;UJ3;+o[, alors x*—4x+3>0 etdonc f'(x)<0. La fonction f est
ainsi strictement décroissante sur les intervalles ]—oo ;1[ et ]3 : +oo[.

e Sixell;2[U]2;3 (ne pas oublier que 2 est valeur interdite) alors x* —4x+3<0
et donc f (x) > 0. La fonction f est ainsi strictement croissante sur les intervalles
L2 et]2;3.

La fonction f est strictement décroissante sur les intervalles ]—oo ;1[ et ]3; +oo[

et strictement croissante sur les intervalles [1; 2] et |2;3[.

4. a. Pour tout réel x différent de 2, on a:

—2X> +7x-8

f(x)-(-2x+3)= .y —(-2x+3)
:M+(2X_3)
X—2
| =2x*+7x-8+(2x-3)(x-2)
- X—2
O TR 8T TR +6
- X—2
2
T x-2
Lycée Fénelon Sainte-Marie 18/27 M. Lichtenberg
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Pour tout réel x différentde 2, on a :

f(x)-(-2x+3)=—

b. Pour étudier la position de la courbe & par rapport a la droite A, il suffit d’étudier le
signe de la différence f (x)—(-2x+3).

\ . L e ) . =2 .
D’apres la question précédente, cette différence est égale a PECE Il vient donc
X —

immédiatement :

e Six<2,x-2<0 etdonc _—22>0. La différence f (x)—(—2x+3) étant
X —_
strictement positive, on en déduit que la courbe & est située au-dessus de la
droite A.

e Six-2>0, x—2>0 etdonc

5 <0. Ladifférence f(x)—(-2x+3) étant

strictement négative, on en déduit que la courbe &~ est située en dessous de la
droite A.

Finalement :

Sur I’intervalle ]—oo : 2[ , la courbe & est située au-dessus de la droite A

et sur I’intervalle ]2 : +oo[ , la courbe & est située en dessous de la droite A.

c. D’aprés la question 4.a.ona: lim [ f(x)—(-2x+3)]= lim =2

X—>+00 X400 X — 2

Comme lim L=O, il vient immédiatement : lim _—22=0 et donc :

X400 X — 2 X0 X —

lim [ f (x)—(-2x+3)]=0

X—>+0

Le résultat précédent signifie que plus x est grand plus la courbe & se rapproche de la
droite A. On dit que la droite « A est asymptote oblique a la courbe &~ en +00 ». On

remarque également que ona lim [ f(x) —(—2x+3)] =0. Ainsi, A est également

asymptote oblique a la courbe & en —w.
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A titre de complément, nous fournissons ci-dessous une représentation de la courbe & et de
la droite A (pour une meilleure lisibilité, le repére n’est pas orthonorme).

164

—22% + Tz — 8 141
Y= ———5 —
z—2

-8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 P 3 4 5 6 7 8 9 10

-10

—124

IN°109 page 83

1. Pour tout réel x différent de 0, on a :

)=l ol o)

VxeR* f(—x)=—f(x)

La fonction f est définie sur R* : pour tout x dans ., , —x est aussi dans & . De

surcroft, on vient de montrer que pour tout réel x nonnul,ona: f(-x)=—f(x). La

fonction f est donc impaire. Sa courbe représentative est donc symétrique par rapport a
I’origine du repére.

La courbe représentative &, est symétrique par rapport a I’origine du repére.
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2. Pour tout réel x non nul, ona: g(x)=x /1+i2:\/?><\/1+i2=\/x2(1+i2]=\/x2+1.
X X X

I vient alors, en tirant parti de la continuité de la fonction x — x> +1 en 0 et de celle de la
fonction racine carrée en :

I"To] (X2 +1) - 02 +1=1 composition
x>0 = Iing\/x2+1=1
!(er}-\/Y:\/I:]_ x>0

Par ailleurs :
lim —220 somme 1
X X = lim 1+_2 =1 composition 1
liml=1 o X = lim ,[14+—= =1 produit 1
Xk Ko x? = lim x,/1+ = =+o0
: X—>+0 X2
limVX =\1=1
X—-1
lim X =+
X—>+00

IXILB g(x)=1et XIiﬂrp@g (X) =+

3. Comme on la vu a la question précédente, pour tout réel x non nul, ona: g(x)= X2 +1.
Soit alors a et b deux réels strictement positifs tels que : 0 <a<b. Onaalors

Vb?+1++a*+1>2>0 etdonc:

R e B~ kil | R

Jb? +1++/a? +1
(b +1)-(a*+1) b? _ g2
Vb r1evai 11 bPil+vai+l
(b—a)(b+a)
N TN

Comme b+a>0 et vb*+1++a*+1>0, g(b)—g(a) et b—a sont de méme signe et
comme O<a<b, il vient finalement : g(a)<g(b) :

La fonction g est strictement croissante.
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4. Pour tout reel x strictement positif, on a :

g(X)—lzx/m_1:(\/m-1)(\/m+l)_ (x*+1)-1 X

X X x(\/x2+l+1) _x(\/x2+1+1)_\/xz+1+1

On avu a la deuxiéme question que I’on avait Iing x> +1=1.
X

x>0

On en tire immediatement (rapport) : Iirrg; =0.

0 U2 +1+1
0

-1
—lim—2 -0

X
2
W X Do VX +1+1

On en deéduit que la courbe &, admet au point A(0;1) une demi-tangente horizontale.

5. On obtient facilement :
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IN°111 page 84

a. A partir, par exemple, de la courbe représentative &~ de la fonction f, on peut conjecturer
qu’elle admet pour centre de symétrie I’origine du repere.

On note, dans un premier temps, que I’'ona: Vx e R, |x| +1>1>0. La fonction f est donc
défi nie sur R..

—X X
o1 e

On en deduit que la fonction f est impaire. La conjoncture est vraie.

On apar ailleurs : f(—x)=

La courbe &~ admet pour centre de symetrie I’origine du repere.

b. Ona: IXiL?(|x|+1):IXi£§(x+1)=O+1=1 et Ixiig(|x|+l)= |Xi3§(—x+1)=—0+1=1.

Onadonc: lim f (x)= I|m(|x|+1):1

x—0 x—0

lim f (x) =lim(|x|+1) =1

c. Pour x strictement négatif, ona: f(x)= X
—X+1
X
xX)— f -
Onadonc: f( () >+l ~_ L
x-0 x—0 —X+1
X 0
Il vient alors : lim ( ) ( )—|I 1 1 =
X0 x-0 HO—x+l —-0+1
Pour x strictement positif, ona: f (x) X
Xx+1
X
=0
x)— f
Onadonc: f( () x+1 ~_ 1
x-0 x-0 X+1
X
Il vient alors : lim () ()zlim 1 = 1 =
X0 x—0 “ox+1 0+1

On déduit de ce qui précéde : IingL;(O) =1.

La fonction f est dérivableen Oetona: f'(0)=1.
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X X 1

d. Pour tout réel x strictement positif, ona: f(x)= 1= AR
X+ X(l-ﬁ-j 1+;

X

1 o . L ) ] 1
Comme lim —=0, il vient immédiatement lim f (x)= lim ——=1.
X—+0 X X—>+%0 X—>+0 1

1+~

Finalement :

La droite d’équation y =1 est asymptote & &~ en +oo.

e. Pour tout réel x strictement négatif, ona: f(x)= X __ X _ ! :
—X+1 ( 1) 1
x| -1+= | -1+-—
X X
.1 e - . . 1
Comme lim ==0, il vient immédiatement lim f (x)= lim —1=—1.
X——w0 X X—>—0 X—>—0 1
X
Finalement :
La droite d’équation y =—1 est asymptote a & en —oo.
IN°113 page 84

1. D’aprés le logiciel de calcul formel, ona: x°*—a’ =(x—a)(x* +ax+a’).

Le discriminant du trindbme x* +ax+a’ s’écrit: A=a”*-4x1xa *=-3a’.
On va donc distinguer deux cas suivant que a est nul ou pas :
e Sia=0.

Ona: f(x):l et 7 =R*
X

e Sia=0.
Ona —3a* <0 et le trindme x* +ax+a* ne s’annule pas.
Le produit (x—a)(x2 +ax+ az) ne s’annule que pour x =a et, finalement :

7 =R\{a}.
Finalement :
vaeR, Z =R\{a|
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2. Pour tout réel x différent de a, on a:

1 a’x?
X—a (x—a)(x2+ax+a2)

x> +ax+a’—a’x?

(x—a)(x* +ax+a’)

(1—a2)x2+ax+a2

(x—a)(x2+ax+a2)
Ona:

Iim[(l—az)xz+ax+a2}=(1—a2)xa2+axa+a2 =(1—a2)xa2+2a2 =(3—a2)><a2

X—a

Ainsi :
e Sia=0.
f(x) 1 et f n’admet pas de limite en 0.
X
e Sia=0.
(1-a%)x* +ax+a’
Ona: f(x)= et lim| (1-a®)x*+ax+a’ |=(3-a*)xa’.
() (x—a)(x* +ax+a’) Ha[( ) raxe ] (3-2%)x
La limite est nulle pour a=+3.
Traitons en détail le cas a =+/3.
Pour a=+/3,0na:
(1-a%)x* +ax+a” = (1-3)x* ++/3x+3
= -2x? +/3x+3
J3
=—2(x-+/3 N2
(x f)(H :
Pour tout réel x dans . :R\{\E}, onaalors :
V3 3
2 x— N2 3
() (1-a%)x* +ax+a’ 2(X \/§)[x+ 2 , X+
X)= = = —
(x—a)(x* +ax+a’) (x—\/§)(x2+ 3x+3)  x"+3x+3
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Il vient enfin :
x+£ \/§+ﬁ B
. o 2 B 2 _—3V3 3
lim f(x)=lim| -2 =-2 = ==
X3 VBl x24+4/3x+3 3+43x/3+3 9 3

De facon analogue, on montre : lim_ f (x) :ﬁ.
NE] 3

X—>—/3

La fonction f admet une limite en a pour a = +J3 etona:

lim f(x):ﬁ et lim f(x):_ﬁ

X——/3 X—>+/3 3

IN°130 page 87

Le fait que les fonctions sinus et cosinus soient bornées joue un role déterminant dans cet
exercice. On a ainsi I’intuition que le numérateur et le dénominateur sont proches de x et 2x

respectivement quand x est « grand » et donc que leur rapport tend bien vers %

Formalisons un peu tout ceci.

Pour tout réel x supérieur ou égal a 1 (et donc non nul), ona:

. X(l—smxj 1_Siﬂ
f(x)= X—sinx X ) _ X

© 2X+COSX COS X COS X
X| 2+ 2+

X X

sin x

Pour tout x réel, ona: -1<——<1 et —1<cosx <1. Alors, pour tout x réel strictement
X
positif, on a: jsﬂgl et _—13 cos X sl.
X X X X X X
1 -1 . sinx . COSX
Comme lim == lim —=0, on a, par encadrement : lim ——= lim COSX _o et,
X—+0 ¥ X—>+o X X—>+0 X X—>+o X
sin x
. . = 10 1
finalement : lim f (x)= lim = ==,
X—>+00 X—>+0 COS X 2+ 0 2
2+——
X
. 1
lim f(x)==
X—>+00 ( ) 2
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IN°140 page 89

Commeona:£+£=£,ilvient:1:1—i= p-f etdonc: q:u(p):L:—.
pq f fp

qg f p

1. La fonction u est dérivable sur I’intervalle ]f ; +oo[ en tant que fonction rationnelle
définie sur cet intervalle et on a, pour tout réel p strictement supérieur a f :

f fx(p—f)-fpx1 —f?
w(p)=—P - (p—f)—fpx1_

p— 1 (p-t1) (p-t1)

On en déduit immédiatement :

La fonction u est strictement décroissante sur ]f : +oo[.

i 1 1 fp
2. Ona:u(p)= T T 1 p_f
fp f p
Ona:
lim(f p)=Ilim(fp)=f?
p?ff P> f division f p i
' . = lim——=Ilimu(p)=+w»
lim(p—f)=0° Pt

p—f
p>f

Si I’objet est situé en un point focal (ou, dans la pratique, a proximité) d’une lentille
convexe, alors I’image formée de cet objet a travers la lentille est « renvoyée » a I’infini
(les rayons, aprés avoir traversé la lentille, sont paralléles a son axe).

Par ailleurs : lim 1=0, d’ol lim R P etenfin: lim L limu(p)="f.
P+ p—>-+0 p f poto 11 p—>-+o0

fop

Si I’objet est situé a I’infini (dans la pratique, trés éloigné de la lentille) alors I’image de
cet objet se formera au point focal situé de I’autre coté de la lentille.
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