Lois de probabilité continues.

Corrigés d’exercices
Version du 22/05/2015

Les exercices du livre corrigés dans ce document sont les suivants :
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Les événements (X [0,4;0,9]) et (X [0,3;t]) sont indépendants si, et seulement si, on a

I’égalité :

P(X €[0,4;0,9]N[0,3;t])=P(X €[0,4;0,9])xP(X €[0,3;t]).

On a facilement : P(X €[0,4;0,9])xP(X €[0,3;t])=(0,9-0,4)x(t-0,3)=0,5%(t-0,3).

L’intersection [0,4;0,9]N[0,3;t] dépend de la valeur de t ... alors que nous ne la

connaissons pas !
e Sionsuppose 0,3<t<0,9,ilvient: [0,4;0,9]N[0,3;t]=[0,4;t].

e Sionsuppose 0,9<t<1,ilvient: [0,4;0,9]N[0,3;t]=[0,4;0,9].

Le deuxiéme cas est a exclure puisqu’on aurait alors :

P(X €[0,4;0,9]N[0,3;t])=P(X €[0,4;0,9])=0,9-0,4=0,5

On aurait alors :

Résultat absurde puisque t est inférieur a 1.

On cherche donc t dans I’intervalle [0,3 : 0,9].

P(X [0,4;0,9]N[0,3;t])=P(X €[0,4;0,9])xP(X &[0,3;1])
¢ 0,5=0,5%(t-0,3)
=t=13
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Onaalors :
P(X [0,4;0,9]N[0,3;t])=P(X €[0,4;0,9])xP(X €[0,3;1])

< P(X €[0,4;t])=P(X [0,4;0,9])xP(X €[0,3;1])
<1-0,4=0,5x%(t-0,3)
<1t-0,4=0,5t-0,15
< 0,5t=0,25
<t=0,5

Si X est une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur I’intervalle [0; 1]
alors les événements (X €[0,4;0,9]) et (X €[0,3;t]) sont indépendants pour t=0,5

IN°9 page 369
Notons T la variable aléatoire modélisant la durée de vie de I’appareil considéré
T suis une loi exponentielle de paramétre 4. On a donc (cours) : E(1)= 7 et on cherche ici

p[n%j.

Comme on a, pour tout réel a positif : P(T>a)=P(T>a)

1
P(T>£j:e Pi_erl
A e

=e* il vient :

La probabilité pour qu’un appareil dont la durée de vie suit une loi exponentielle

dure plus longtemps que son espérance de vie est égale a =
e

IN°33 page 382

1. Soit a un réel supérieur a 1.
Ona: jkrzdt_kj dt_k{_ﬂ =k(1—1).
t] a

© lim kt‘zdt _j kt2dt = lim {k(l—lﬂ —K.
a—>+o a

a—>+o

Or, on veut J'lmkt’zdt =1. On en déduit : k =1.
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La fonction f est une densité de probabilité pour k =1.

2
I vient alors : P([1;2])= Zﬂ:{_}} :1_%:%_

1t? t
Par ailleurs :
s dt [1} 11 2
o (g PSINZS) _PEs) Lo L 575 35 2 10 4
s AL P([2:5]) P([2;5]) Sdt 17 1.1 3 15 3 9
il 2 5 10
2
) 4
([1 2]) et P, 5]([3’5])25'
IN°34 page 382
La fonction f considérée est positive sur I’intervalle [0; 4].
Par ailleurs :
j4f(t)dt—jzf(t)dt+jzf(t)dt+j4f t)dt
0 - 0 2 g
5
=j23dt+j51dt+j:ldt
0og d2p Tl
:lx(2—0)+lx[§—2j+lx(4—§j
4 2 \2 6 2
111 13
=X =x—
2 2 2 6 2
1 1 1
=—+-+=
2 4 4
1
Des deux points précédents, on déduit :
La fonction f est une densité sur Iintervalle [0; 4].
Lycée Fénelon Sainte-Marie 3/14 M. Lichtenberg
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Onaalors:
P([L:3])=], f (t)at
[’ (t)dt+jzf(t)dt+I:f(t)dt
J‘Edt+J Zdt+ J'—dt
1 1 (5 1 5
:ZX(2_1)+EX[E_ZJ+EX(3_EJ
1111
2727672
101
2R
7
12
On a ensuite :
Ly P([2:3]N[2;4]) _ P([2:3])
A" Rz
Onaalors:
P([2;3])= f(t)dt P([2:4])=[ f(t)at

:jzf(t)dt+j:f(t)dt =j2f(t)dt+j54f(t)dt
—j dt+j Lt j dt+j Lot

et
e A
2 \2 6 2 2 \2 6 2
1 1 11
4 12 4 4
_1 _1
3 2
P((2:3)
2;3 2 1 2
D’ou: R, ([2:3])= p(2:4) %_?(2:5
2
7 2
P([l 3]) 12 et P[2;4]<[2 3]) E
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IN°36 page 382

a.

La fonction f prend des valeurs positives sur | ( f (t) est le produit d’un réel strictement

positif par un carré également strictement positif).
Elle est continue sur | en tant que fonction rationnelle.

9
Enfin,ona: I dt—j— —dt—— . =g>< N =gx§:l.
t 8 9 1 8 9

1

La fonction f est une densité pour une loi de probabilité sur I’intervalle 1= [1; 9] :

Comme P(X >a)=1-P(X <a)=1-P(X <a),ona:

Ona: P(X <a)=| f (t)dt=[2xtar=2 {_1} —9{_1_(_1)]:% 1_1j
1 1 8 tl, 8 a 1 8 a
i p(xsa)-teo St dor L L8 £, 45,
2 8 2 a 29 9 a 9 9 5
P(X>a)=P(X <a) pour a==
. Ona:
[ .9 1. 9 791
E(X)z.[tf(t)dtz.!.tx—x—zdtzgxlgxtdt
9 [Int] (In9 In1)=gxln32=gxln3
8 8 4
E(X):%xln3
Lycée Fénelon Sainte-Marie 5/14 M. Lichtenberg
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IN°41 page 383

1. Soitmdans I'intervalle [a;b] tel que P(X <m)=P(X >m).

Notons dans un premier temps que I'ona: P(X <m)+P(X >m)="P([a;b])=1.
On cherche donc mtel que : P(X <m)=P(X > m):%.

Cette démarche, tres générale, permet d’obtenir la médiane de la loi considéreée.
Onadabord: P(X <m)=P(X 2m)< P(X e[a;m])=P(X e[m;b]).

X suivant une loi uniforme que I’intervalle [a ; b], il vient immédiatement :

b-m
b-a

m-—a
b-a

P(X e[a;m])= et P(X e[m;b])=
D’ou:
P(X e[a;m])zP(X e[m;b])

m-a b-m
=——<m-a=b-m
b-a b-a

<:>2m=a+b<:>m=a%b

Finalement, ona: P(X <m)=P(X >m) pour m:a—;b.

Si une variable aléatoire X suit une loi uniforme sur un intervalle [a ; b] (a<hb)

alorsona: P(X <m)=P(X Zm)@m:aTm.
) a+b .. m-a b-m 1
Remarque : pour m=——, on a bien =—==_,
2 b-a b-a 2
2. Onaimmédiatement m :a%b: E(X).
Résultat classique pour toute loi uniforme.
m= a_+b =E ( X )
2
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IN°46 page 384

1. FAUX

La loi de probabilité d’une variable aléatoire suivant la loi exponentielle de paramétre
A >0 admet pour densité la fonction f définie sur R, par: f :t+> Ae™*. Comme on aici

A =0,01 ladensité f est définie sur R, par: f :t+> 0,01e %",

. VRAI

Rappelons le calcul général (cf. le cours) :
t t
P(Y <t)= _[ f(x)dx = J'ﬂ,e‘“dx = [—e‘*X ]t =—e " —(-e"0)=1-¢"
0

0
0

Dot ici, avec 1=0,01: P(Y <t)=1-e%.

FAUX
Attention de ne pas oublier de convertir les minutes en secondes !!!! © 3 minutes

correspondant a 180 secondes, on cherche ici P(Y £180).
D’aprés le calcul précédent : P(Y <180)=1-e*®*® =1-¢™*=0,83 4107 prés.

. VRAI

On sintéresse ici a P(Y > 60).
Rappelons que I'ona: P(Y >t)=1-P(Y <t)=1-(1-e")=e".
Dol : P(Y >t)=e "% =¢%°=0,549 210" prés.

IN°49 page 384

Soit T la variable aléatoire désignant la durée de vie de I’appareil. D’aprés I’énoncé, T suit
une loi exponentielle de parametre A .

Comme I’espérance de T vaut % on cherche ici : P(T > %j .

On a, pour tout réel positifa: P(T>a)=e™*. Il vient donc :

7 =

a2
P(TZE):e Y er=t 20135
A e

La probabilité que la durée de vie de I’appareil soit supérieure ou égale au double de son

. L 1 . .
espérance vaut e~ =— soit environ 0,135.
e

Lycée Fénelon Sainte-Marie 7114 M. Lichtenberg
Classe de Terminale S 2014-2015




Lois de probabilité continues
Corrigés d’exercices / Version du 22/05/2015

IN°52 page 384

1. Pour tous réels positifs a et b tels que a<b, on a classiquement :
P(Xela;b])=e"—e™.
D’ou:
. 1 a2 1 ) a1 a2 a1
P(Xe[l,z])_z<:>e —eV = el —(e ) _Zc»(e ) —e +Z_O
En posant, comme suggéré, x =e™*, il vient :

P(Xe[l;Z])z%

e(e?) - +i=0<:>x2—x+£=0<:>4x2—4x+1=0<:>(2x—1)2 =0
4 4
1 5, 1 1
o 2x-1=0ox==-ce’'==-=-A=In-<-1=-In2
2 2 2
< A=1In2

Pour une variable aléatoire X suivant la loi exponentielle de paramétre 4, ona:

P(Xe[l;Z])z%@/l:InZ

In2 .. .. L . L
2. Comme A=In2,0na: e =1. Ainsi, la demi vie associée a la variable aléatoire X est

égale & 1. On en déduit immédiatement : P (X >1).

P(X>1)

IN°58 page 385

Notons d’abord que I'ona: R(t)=P (X <t)=P(X<t).

1. Ona, pour tout réel t strictement positif : |0 ;t]=]—o0; —t[U[-t;t] et
-0 —t[N[-t;t]=2.
On en déduit : P(X ] ;t])=P (X e]-0;-t[)+P(Xe[-t;t]).

Lycée Fénelon Sainte-Marie 8/14 M. Lichtenberg
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D’ou :

P(Xe[-t;t])=P(Xe]-o0;t])-P(Xe]-0;-1[)
=P(X<t)-P(X<-t)

R(t)-P(X<-t)

Mais de la parité de la densité de la loi normale centrée réduite on tire :
P(X<-t)=P(X>t)=1-P(X<t)=1-R(t)

Finalement :
P(Xe[-t;t])=R(t)-P(X<-t)
=R(t)-[1-R(t)]
=2R(t)-1

P(Xe[-t;t])=2R(t)-1

Si X suit la loi normale centrée réduite, on a, pour tout t strictement positif :

2. Pour tout réel o dans I"intervalle ]0;1[, il vient alors :
P(-u, <X<u,)=1-«a
< P(Xe[-u,;u,])=1-

& 2R(u,)-1=1-a

< 2R(u,)=2-a

(24
o R(u)=1-=
(ua) 2

(24

Vael0;1,P(-u, <X<u,)=1-a<R(u,)=

3. a Pour @ =0,05 ona: R(Uy)=1- 0—205_1 0,025=0,975.

On obtient alors : u, s =1,96 (valeur tres classique a connaitre).

b. Pour @ =0,02 ona: R(u,,)= 1—%—1 0,01=0,99.

On obtient alors : u,,, = 2,326 348 .
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Pour & =0,001 ona: R(u0,001)=1—¥=1—0,0005= 0,9995.

On obtient alors : U, ., = 3,290 527 .

4. A l’aide d’une table, on repére les probabilités les plus proches de 0,99 et 0,999 5 et on
obtient respectivement (2 décimales accessibles « seulement ») : u, ,, = 2,33 et

Upoo1 = 3,29

IN°62 page 386

1. Réponse b.
On peut bien sdr utiliser la calculatrice ... mais on peut aussi remarquer que I’écart type

de la loi normale considérée vaut /4 = 2. L’intervalle considéré correspond donc a
I'intervalle [8—4;8+4]=[u—20; u+20].D’ou laréponse b ... ©

2. Reéponsec.
On peut effectuer une analyse plutot qualitative de la situation en raisonnant sur la notion
d’écart type : plus un écart type est élevé plus les probabilités des realisations
« éloignées » de I’espérance sont élevées. Ainsi, pour une probabilité donnée, il faudra
considérer, pour la variable aléatoire Y un intervalle centré sur I’espérance de plus grande
longueur que pour la variable aléatoire X. Alors, pour un tel intervalle centré sur

I’espérance donné I, onaura P(Y e 1)< P(X e), soitici, avec | =[u—a; pu+a] :

P(Y e[,u—a;,u+a])< P(X e[y—a;,qua]): p.

On peut aussi se ramener a des variables aléatoires centrées réduites.

Ona: Xe[u-a;u+a]leo X -—uel-a;+a]e X—ye[_gﬁg} et, de fagon
o o o

similaire : Y e[,u—a;,u—ira]@Y —A e{—ﬁ,ﬁﬁ]
(o2 (o2 (o2

Or les variables aléatoires suivent toutes deux la loi normale centrée

X—u etY—ly
o o

réduite .~"(0;1). Comme o'>0c,0na [—il ; +1} c {_Z ; +g} (I"inclusion est

o o' o o

stricte) et donc : P(Y _,ﬂ e{—ﬁl;+ﬁl}j< P[X —H E{_ZHZD_
O O o) o) o o

Soit, finalement : P(Y e[u—-a;u+a])<P(X e[u-a;u+al)=p.

Lycée Fénelon Sainte-Marie 10/14 M. Lichtenberg
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IN°64 page 386

1. Comme I’espérance de la loi X vaut 18 et son écart type ~/9 =3, on en déduit que la

variable aléatoire soit la loi normale centrée réduite /(0 ;1) )

La variable aléatoire soit la loi normale centrée réduite.

2. Remarque : la table fournie page 399 est trés partielle et on se reportera a une table plus
complete (éventuellement construisez-la vous-méme a I’aide d’un tableur !) pour évaluer
certaines des probabilités demandées.

a. P(X <21)=P(X -18<21-18)= P(X ~18<3)= p(x ~18 g§j: P(Y <1).

3 3
Sur la table, on lit directement : P(Y <1)=0,841.

Si I’on ne dispose pas d’une table (ni d’une calculatrice !), on peut utiliser le fait que 1
est I’écart type de Y (une remarque similaire peut méme étre faite des le départ puisque

P(X <21)=P(X <18+3)=P(X < u+0))!
Comme on a classiquement : P(-1<Y <1)=0,683, il vient
1-P(-1<Y <1) 1-0,683
2
P(Y <1)=1-P(Y >1)=1-0,1585=0,8415

P(Y>1)= =0,1585 et donc :

P(X <21)=P(Y <1)=0,841

b. De fagon similaire : P(X >24)=P(Y >2).
Onaalors: P(Y >2)=1-P(Y <2)=1-0,977 250 =0,022 750.
Dol P(X >24)=P(Y >2)=0,023.

P(X >24)=P(Y >2)=0,023

c. Ona:
P(21<X <24)=P(X <24)-P(X <21)
=P(Y <2)-P(Y <1)
=P(Y<2)-P(Y<1)
Lycée Fénelon Sainte-Marie 11/14 M. Lichtenberg
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Avec P(Y <1)=0,841345 et P(Y <2)=0,977 250, on obtient :

P(Y <2)—P(Y <1)=0,977 250 0,841345 = 0,135 905

P(21< X <24)=P(Y <2)-P(Y <1)=0,136

d. Ne surtout pas se précipiter ! On a en effet :

P(X 215)= P(x ;18 z-1j= P(Y 2-1)=P(Y <1)

Valeur qui a été calculée a la question a.

P(X 215)=P(Y <1)=0,841

e. Méme remarque que précédemment :
X -18

P(15§xs21)=P(—1s SlJ:P(—léY <1)=0,683

P(15§ X 321)= P(—1sY 51):0,683

IN°83 page 392

s o
1. Pour tout réel t positif, ona t>0 et e 2 >0. On en déduit te 2 >0.
tZ
Par ailleurs, la fonction t+ e 2 est continue sur R comme composée de deux fonctions
2

continues sur cet intervalle (la fonction polynéme t — —% et la fonction exponentielle).

400 t2

Intéressons-nous maintenant a J' te 2dt.
0

Soit A un réel positif.
¢ ¢
La dérivée sur R (et donc sur R, ) de la fonction t+— e 2 est la fonction t+— —te 2
(dérivée d’une composeée... En toute rigueur, ce calcul est hors programme... ©). Ainsi,
t2
la fonction t — —e 2 est une primitive de la fonction fsur R, etona:

AP et o @ ®
Ite 2dt=|-e 2| =-e 2 —|-e 2 |=1l-e 2
0 0

Lycée Fénelon Sainte-Marie 12/14 M. Lichtenberg
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Ona:
t2
lim|-—— |=- composition A
Aol 2 = lim|le 2 |=0
. X A+
lime” =0
X —>—0
At
Finalement: lim |te 2dt=1.
A+
+00 tz

On a bien : j'tefzdtzl.
0

La fonction f est une densité de probabilité sur R, .

0.8

0.6

04

0.2

-0.2

-0.4

26

28 3 32

2. Lavariable aléatoire admettant la fonction f pour densité, on a, d’apres les calculs de la

X t2 x?

question précédente : P(X < x) :J‘te_fdt =l-e 2,
0

XZ

Pour tout x réel positif, P(X <x)=1-e 2.
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1 1
Il vientalors: P(X e[0;1])=P(X <1)=1-e ? =1-e? ~1- 1 -039.

Je

P(X e[o;l]):l—i:o,?,g

NA

3. Ona P(X ela;+o[)=1-P(X €[0;a]). D’ou:
P(X ela;+o[)=P(X €[0;a])
< P(X e[0;a])=1-P(X €[0;a])

<:>P(X e[O;a])

Il
N |~

D’apreés la question précédente :

P(X e[O;a])=%® P(X Sa)=%<:>%=1—e 2

& a2
se?=—o-—=-In2sa’=2In2
2 2
S a=+2In2
14
12
2x1n(2) 2 1
! / txe ?xdt==
Jo 2
0.8
2
06 f(t) =txe 2
04
0.2
0 0.2 0.4 06 08 1 12 14 1.6 18 2 22 24 26 28 3 32
02 \/2 x In (2) = 17 177
-04
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