Lois de probabilité continues.

Corrigés d’exercices
Version du 25/05/2014

Les exercices du livre corrigés dans ce document sont les suivants :

Page 367|: N°4 Page 385|: N°58
Page 382/ : N°33, 34 Page |: N°

Page 383 : N°41 Page |: N°

Page 384 : N°49, 52

IN°4 page 367|

Les événements (X [0,4;0,9]) et (X [0,3;t]) sont indépendants si, et seulement si, on a

I’égalité :

P(X €[0,4;0,9]N[0,3;t])=P(X €[0,4;0,9])xP(X €[0,3;t]).

On a facilement : P(X €[0,4;0,9])xP(X €[0,3;t])=(0,9-0,4)x(t-0,3)=0,5%(t-0,3).

L’intersection [0,4;0,9]N[0,3;t] dépend de la valeur de t ... alors que nous ne la

connaissons pas !
e Sionsuppose 0,3<t<0,9,ilvient: [0,4;0,9]N[0,3;t]=[0,4;t].

e Sionsuppose 0,9<t<1,ilvient: [0,4;0,9]N[0,3;t]=[0,4;0,9].
Le deuxiéme cas est a exclure puisqu’on aurait alors :

P(X €[0,4;0,9]N[0,3;t])=P(X €[0,4;0,9])=0,9-0,4=0,5

On aurait alors :
P(X [0,4;0,9]N[0,3;t])=P(X €[0,4;0,9])xP(X &[0,3;1])
< 0,5=0,5%(t-0,3)
<t=13

Résultat absurde puisque t est inférieur a 1.

On cherche donc t dans I’intervalle [0,3 : 0,9].
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Onaalors :
P(X [0,4;0,9]N[0,3;t])=P(X €[0,4;0,9])xP(X €[0,3;1])
< P(X €[0,4;t])=P(X [0,4;0,9])xP(X €[0,3;1])
<1-0,4=0,5%(t-0,3)
©t-0,4=0,5t-0,15
<0,5t=0,25
<t=0,5

Si X est une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur I’intervalle [0 ;1] ,

alors les événements (X €[0,4;0,9]) et (X €[0,3;t]) sont indépendants pour t=0,5.

IN°33 page 382

1. Soit a un réel supérieur a 1.

Ona: J'akt‘zdtzkrlzdt:kx{—l} =k(1—1j.
1 1 t t 0 a
D’ou: lim jakrzdt =j+wkt’2dt= lim {k(l—iﬂz K.
1 1

a—»+oo a—>+w a

Or, on veut J'lmkt’zdt =1.Onen déduit : k=1.

La fonction f est une densité de probabilité pour k =1.

2. D’apres la question précédente, ona: f(t)=

2
Il vientalors : P([1;2])= Zdt:{_ﬂ zl_%zé_
1

1?7 |t
Par ailleurs :
s dt {_1}5 1 1 2
P, ([3:5])- P([3;5]ﬂ[2;5]): P([3;5]) ke [t =§_§=E:£xﬂzﬂ
A P([2;5]) P([2;5]) dt [ 17 1.1 3 15 3 9
2 t? [_tl 2 5 10
1 4
P([2:2])=7 et B,y ([3:5])=5-
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IN°34 page 382

La fonction f considérée est positive sur I’intervalle [0; 4].
Par ailleurs :

[T(tyat=["t (t)dtJrL2 f(t)dt+ [ f(t)at

=J02%dt+j;%dt+j£%dt

Des deux points précédents, on déduit :

La fonction f est une densité sur I’intervalle [O : 4] .

Onaalors:
3
P([2:3])=[ f(t)dt
2 5 3
= f(t)dt+j22f(t)dt+j§f(t)dt
1 °1 31
:J. Zdt+J225dt+I§gdt
=lx(2—l)+£x[§—2j+lx(3—§j
4 6
11 11
=+ +=x=
4 4 6 2
1 1
=—4—
2 12
_7
12
On a ensuite :
e P2AN2i4)_P(2:3)
[2;4]([ ! ])_ . - .
P([2:4])  P([2:4])
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Onaalors:
3 4
P([2:3])=], f(t)dt P([2:4])=], f(t)dt
5 ) 5 ]
=J'22f(t)dt+_|'gf(t)dt :jzzf(t)dt+Jgf(t)dt
°1 31 21 a1
=j22§dt+jggdt :IZZEdHI%Edt
et
zlx(é—2j+lx(3—§j =1x(E—2)+1x(4—§j
2 12 6 2 27\ 2 6 2
11 11
==+ ==4+=
4 12 44
_1 _1
3 2

P([L:3]) =5 et By ([2:3]) =5

IN°41 page 383

1. Soitmdans I'intervalle [a;b] tel que P(X <m)=P(X >m).

Notons dans un premier temps que I'ona: P(X <m)+P(X >m)=P([a;b])=1.
On cherche donc mtel que : P(X <m)=P(X > m):%.
Cette démarche, trés générale, permet d’obtenir la médiane de la loi considérée.

Onadabord: P(X <m)=P(X =m)< P(X e[a;m])=P(X e[m;b]).

X suivant une loi uniforme que I’intervalle [a ; b], il vient immédiatement :

o7\ Mm-a o b-m
P(X e[a;m])= -, P(X e[m;b])= T
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D’ou :

P(X e[a;m])=P(X e[m;b])

m-a b-m

= = m—a=b—m
b-a b-
<:2m=a+bc>m=E§E

Finalement, ona: P(X <m)=P(X >m) pour m:a—;rb.

Si une variable aléatoire X suit une loi uniforme sur un intervalle [a ; b] (a<b)

alorsona: P(X Sm)=P(X 2m)<:>m=a7+b.

) a+b .. m-a b-m 1
Remarque : pour m=——, on a bien ===
2 b-a b-a 2
2. Onaimmédiatement m =a%b= E(X).
Résultat classique pour toute loi uniforme.
m=%+b= E(X)

IN°49 page 384

Soit T la variable aléatoire désignant la durée de vie de I’appareil. D’aprés I’énoncé, T suit
une loi exponentielle de paramétre A .

Comme I’espérance de T vaut % on cherche ici : P(T > %) :

On a, pour tout réel positifa: P(T>a)=e™*. Il vient donc :

2
P(ng)ze Yicer=Lto013s
A e

La probabilité que la durée de vie de I’appareil soit supérieure ou égale au double de son

. L 1 . .
espérance vaut e~ =— soit environ 0,135.
e
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IN°52 page 384

1. Pour tous reels positifs a et b tels que a <b, on a classiquement :

P(X ela; b]) e g,
D’ou:

P(Xe[l; 2])=%©el—e“ R _(e,l)z _

En posant, comme suggéré, x =e*, il vient :

P(Xe[l;Z]):%

@(el)z—eﬂ-%:O@ xz—x+%:0<:>4x2—4x+1:0c>(2x—1)2 =0

<:>2x—1:0<:>X:%<:>e1:%<:>—/1:In%<:>—/1:—ln2

> A=1In2

Pour une variable aléatoire X suivant la loi exponentielle de paramétre 4, ona:

P(Xe[l;Z])zicnizan

In2 .. .. s . .
2. Comme A=In2,0na: 7 =1. Ainsi, la demi vie associée a la variable aléatoire X est

égale a 1. On en déduit immédiatement : P(X >1).

P(X>1)

IN°58 page 385

Notons d’abord que I'ona: R(t)=P(X <t)=P(X<t).

1. Ona, pour tout réel t strictement positif : ]—oo;t]=]-0; —t[U[-t;t] et
-0 —t[N[-t;t]=2.
On en déduit : P(X e ]0;t])=P(Xe]-0;-t[)+P(Xe[-t;t]).
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D’ou :

P(Xe[-t;t])=P(Xe]-o0;t])-P(Xe]-o0;-1[)
(X<t)-P(X<-t)

(t)-P(X<-t)

P
R

Mais de la parité de la densité de la loi normale centrée réduite on tire :
P(X<-t)=P(X>t)=1-P(X<t)=1-R(t)

Finalement :

P(Xe[-t;t])

R(t)-P(X<-t)
(

)-
t)-[1-R(t)]

2R(t)-1

P(Xe[-t;t])=2R(t)-1

Si X suit la loi normale centrée reduite, on a, pour tout t strictement positif :

2. Pour tout réel  dans I’intervalle ]0;1[, il vient alors :

P(-u, <X<u,)=1-«a
< P(Xe[-u,;u,])=1-a
©2R(u,)-1=1-a
©2R(u,)=2-a

(24
o R(u)=1-2
(ua) 2

o

Vael0;1,P(-u, <X<u,)=1-a<R(u,)=

3. a.Pour «=0,05ona: R(uo,os):1_%:1_0’025:01975'

On obtient alors : u, . =1,96 (valeur trés classique a connaitre).

b. Pour @ =0,02 ona: R(uom)=1—0’—202=1—o,01=0,99.

On obtient alors : u, ,, = 2,326 348 .
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Pour @ =0,001 ona: R(Uygy) =1—¥=1—0,0005= 0,9995.

On obtient alors : Uy o, = 3,290 527 .

4. A I’aide d’une table, on repere les probabilités les plus proches de 0,99 et 0,999 5 et on
obtient respectivement (2 décimales accessibles « seulement ») : u, ,, = 2,33 et

Ug .01 = 3,29
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