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Corrigés d’exercices
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IN°80 page 159

12 12 2 2 1 21

2 2 1 2
5% x /25 =5% x 25° =57 x (57 ) =57 x5 ¢ =57 x50 =53 x5% =57 # =5 =[5

1

1 1
291024 = 2x1024% = 2x(2°)0 = 2x2" 0 = 2x2' = 2x2 = [4]

1 1 1 1 1 1

1 4 1 41
YBLx35 =815 %35 = (3')5 x35 =375 %35 =35 x35 =355 =3 =[3]

IN°82 page 159

1. a) Comme k est positif, k appartient a I’ensemble de definition de la fonction f.
Par ailleurs, on a immédiatement : f (k)=k*-k*=0.
On en déduit :

k est une racine de f sur [0;+oo[ .

b) D’apres le résultat de la question précédente, on peut factoriser la fonction polynéme f
par x—K :

f(x) ==k = (x=k) (@ + )

Or: (x—k)(ax2 +ﬂx+7/):ax3+(,b’—ka)x2 +(y—kpB)x—ky.
Par identification, on obtient alors le systeme :

a=1 1
B—ka=0 “:k
yokg=0 1P 2

—k7=—k3 ]/:k
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On a donc finalement :

Vx>0, f(x)zx?’—k?’=(x—k)(x2+kx+k2)

2. Onad’abord :
(/2 ~4b) ¥ + ab + 67 ) = (2 - ¥b) (V2 + Yadb +(4b)

En utilisant I’égalité obtenue a la question précédente avec x =3/a et k =3/b , on obtient
immédiatement :

(2~ 3b)(Ya” +¥ab -+ 407 =(¥a - ¥b)(¥a) + Y2t +(¢B)'|

<
() -(38)

a-b

Le résultat est ainsi établi.

(¥fa—b)(¥fa” +fab+b7) =a-b

IN°84 page 159

a) Ona: (1+v3) =1+2(3+3=2(2+3).
D'oir: (L++3) =[2(2+\/§)}2 = 4(2+3) =4(4+4V3+3)=4(7+4J3).

(1+43) =4(7+443)

b) D’apres ce qui précede et en tenant compte du fait que 1++/3 est strictement positif, on a:

1+43= 4,/4(7+4J§) = 44547 +4J3 =2xY7+43

Finalement :

V2x37+4J3 =143
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IN°86 page 159

1
X2— X> =
2x-=1>0
) Yx-1-2o ol 2 ol 2 o U
2x—1=2* X_24+1 Yy 2
2 2
,f/‘={£}
2
X+1>0 x> -1 X>—-1
— 1 = - 1 31
b 5X+ =—< 5 (:)X:—— X—__
) 2 +1=(Ej x_%— K=t 1 32 32

c) Comme x°+1>0 pour tout x réel, ona:
I +1=2 X +1=2 = x*=8-1=T < x=+/7

=TT

IN°88 page 159

a) On résout I’équation dans R, etonaalors:

1 1 L

1 X =x° X =x5 X =x°

X5 —x5 =6 4X 20 & IX 20 & IX 20
X?-X=6 [X?-X-6=0 [(X+2)(X-3)=0

;s 1
S IX =X o x5 =3 x=3° =243
X =3

s ={243}
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b) On résout I’équation dans R’, et on a alors :

1 1 1
) ) X =x3 X =x3 X =x3
X3 412X 3 =—T7T <4X >0 < IX >0 <IX >0

X+12i——7 X24+7X +12=0 (X +4)(X+3)=0

Les deux solutions de I’équation (X +4)(X +3) =0 étant strictement négatives, on en
déduit que le systéme n’admet pas de solution.

On aurait pu conclure encore plus rapidement en notant que pour tout x strictement positif,
1 1 1 1

ona x3>0, x 3>0 etdonc x3+12x 3>0.

IN°89 page 159

1\ 2 3y s 1 3
On remarque que I’on a: [xﬂ =x3% et (y“j =y2.0nposealors: X =x3etY =y* etil

vient :

1 1 1
X =x8 X =x3 X =x8
3 3 3
é g Y=y4 Y=y4 Y=y4
x®+y*=8
, s = X>0, Y>>0 X>0,Y>0 X>0,Y>0
X3 +y2 =40 X+Y =8 Y =8-X Y =8-X
X2+Y?2=40 X2+(8—X)2:40 2X?-16X +64 =40
1 1
X =x8 X =x8
3 3
Y:y4 Y:y4
= X>0,Y>0& X>0,Y>0
Y=8-X Y=8-X
X?-8X +12=0 (X—2)(X—6):O

On obtient ainsi un premier couple solution : (x; y) = (8; 63/5)
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On obtient ainsi un deuxiéme couple solution : (x;y) = (216; 23/2).

% :{(8;6%),(216;2%5)}

IN°91 page 159

1 1
Pour x=0,0na: {0=0°=0 et /0" =%/0 =02 =0 et les deux membres de I’inéquation
sont égaux, elle est donc Vvérifiée. 0 est solution de I’inéquation.

Pour tout réel x strictement positif, on a :

11
1 T 1 1

1
= il 1 X ~ it
8/x <8%/x" < x& <8x22 <:>§£—1<:>8 lax2 6 o

X6
9 3 4 1
2°<x? 220 <xt o x2(2°) o x22* @xz
Finalement :
={0}U[i;+oo[
16
IN°92 page 159
Du fait du terme 3/x , on résout cette équation dans R, :
1
2 1 X = X3
23x? —5x+2=02x3 —5x3 +2=0{X >0 =N
2X?-5X +2=0

1 1

X =x8 X =x3
X >0 <X 20

2 —
2X*-5X +2=0 2(x-2)(x-%):o

Avec X =2, il vient x=X3=2%=8.
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3
Avec X :1, il vient : x:XB:(lj :1.
2 2

Finalement :

IN°94 page 159

1. Pour tout x réel, ona: 2x*+1>2>0. La fonction f est donc définie sur R qui est
symeétrique.

Par ailleurs, pour tout x réel, on a :

f (—x) :13/2(—x)2 +1=R/2x*+1=f(x)

De ce qui précede, on tire :

La fonction f est paire.

L Lin(2x2+
2. Pour tout x réel, ona: f(x)=\3/2x2+1:(2x2+1)5:e?’I (2

Or,ona: lim (Zx2 +1): lim 2x? = +o0 et lim In X =+0. Donc : lim |n(2X2+1)=+oo

X—>+00 X—>+00 X—>+00 X—>+0

1
et lim —In(2x2 +1) e
X—>+00
. « . 1In(2x2+l)
Or,ona: lime*=+40.Donc: lime3 =+,

X—>+00 X—>+00

Finalement :

lim f (x)=+o0

X—>+00

La fonction f étant paire, on en déduit immédiatement :

lim f(x)=+o0

X—>—0

3. La fonction f est la composée de la fonction x — 2x* +1, dérivable sur R et prenant ses
valeurs dans [1;+oo[ , et de la fonction racine cubique x x , dérivable sur R’ .

Comme [1;+o0[ est inclus dans R’ , on en déduit que la fonction f est dérivable sur R .

La fonction f est dérivable sur R .
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1
Pour tout x réel, ona: f (x)=32x*+1=(2x" +1}2.
On en déduit alors (dérivation d’une composée) :

e L M v
X2 +
: 2 X
vxeR, f (x):gw

4. Pour tout X réel, ona: (2x* +1)2 >1>0 d’ou: §(2x° +1)2 >0. Lesignede f'(x) est
donc le méme que celui de x :

e SurR",ona: f'(x)<0 etlafonction f est strictement décroissante ;
e SurR},ona: f'(x)>0 etlafonction f est strictement croissante.

A titre de complément, nous fournissons ci-dessous la courbe représentative de la fonction f
pour x compris entre —250 et 250 ...

2001

1501

1001

2 3
f(x) = (2x +1)
50

-2‘50 -ZbO -1‘50 -lbO -éO 0 5‘0 160 1éO 260 ZéO

.50 4

-1001

-1501

Courbe représentative de la fonction x +— 3/2x* +1 pour x e [-250;250].
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... puis pour x compris entre -5 et 5 (tangente horizontale a I’origine) :

y

1

2 3
f(x) = (2x +1)

Courbe représentative de la fonction x — /2x* +1 pour X e [—5; 5] :

IN°97 page 159

1
1. a) Lafonction x+> x 4 est dérivable sur R, comme composée de la fonction racine

quatriéme, dérivable sur IR’ et prenant ses valeurs dans R’ (pour x >0), et de la
fonction inverse, dérivable sur R’ .

. 1 - « C e
La fonction XHEX est dérivable sur R en tant que fonction linéaire.

La fonction f est donc dérivable sur R comme somme de deux fonctions dérivables sur
cet intervalle.

Pour tout réel x strictement positif, on a alors :
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b)Ona:

1 5 5 5 SYys o 4 4
f'(x):0<:>z(2—x 4j:0<:>2—x 4 =0 X 4:2<:>(x 4] =25<x=2°%

4
La fonction f's’annuleen x,=2 5.

1
¢) La fonction x> x* (racine quatriéme) est strictement croissante sur R” (cf. le cours)

. . _ 1 .
et prend ses valeurs dans cet intervalle. La fonction x - x° =— est strictement

décroissante sur R”. comme inverse d’une fonction strictement croissante sur cet
5
intervalle. La fonction x> x # est donc strictement décroissante sur R’ .

. 1 . o «
La fonction x 1(2 —X) est strictement décroissante sur R, .

Finalement, la fonction f ' est strictement croissante sur R’ .

En utilisant le résultat de la question précedente, il vient alors :

4
e Pour xe }0;2 {, f (x) <0 et la fonction f est strictement décroissante ;

e

4
e Pour X€:|2 5;+oo{, f'(x)>0 et la fonction f est strictement croissante.

Remarque : on déduit de ce qui précede que la fonction f admet un minimum global en
4

X, =2 5. Les résultats des calculs de limites qui suivent doivent étre en accord avec ce
résultat.

Par ailleurs, on a:

_4 Ve 1 4 _ﬂx(_i] O .
f(XO):f(sz:(ZS] +-2°5=2°0 Y 420x25 =242 °
2
9

1

ro 9 1 10 1 1
=2°+2° =25(1+2 5}:25(1+22):25x%z1,435 873
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1 1
Ona: Iing x4 =0* =0 et la fonction racine quatriéme prend des valeurs strictement
X—>

x>0

1
-y . * 7 - - - - - 1 y N
positives sur R, . On en déduit : Imgx 4 =+4o0. Par ailleurs : Img(—szo. D’ou :
X— X—>

x>0 x>0

lim  (x) = +o0
x>0

I

1
L s = . . 1 R
Onaaussi: lim x4 =+400.D’0U: lim x 4 =0. Par ailleurs ;: lim (—x =+o00.D’0U ;
X—>400 X—>+00 x—>+0| 2

lim f(x)=+o0

X—>+00

4
Ces résultats sont cohérents avec I’existence d’un minimumen x, =2 5.

X—+0 X—>+0

L
a) D’apres la question precedente, ona: lim (f (X)—%xj =limx *=0.D’ou:

La courbe representative ~~ de la fonction f admet en +oo

une asymptote oblique A d’équation : y =%x.

b) On obtient :

554Y

54 =
f(x) = +1
(x)=x 2X

-0.51

-1.51
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IN°105 page 162,

1
1. Ona f(x)=x 2= il On obtient donc facilement les tableaux de variations des
3

X

1

fonctions f et g & partir de ceux des fonctions racine cubique (x — x3) et racine quatriéme
1

(x> x4).
Il vient donc :
X 0 +00
+00
f
0
Et:
X 0 +00
+00
g
0
x>0
2. f(x)=g(x)équivauta:{ 1 1.
X 3 =2x4
Il vient alors :
x>0 x>0 x>0 x>0 x>0
1 ool ae 11 11 7
X 3 =2x4 %_ 1=2x%xx3 1=2x43 1=2x12
X

x>0 x>0 x>0 x>0 12
S L1y 7 = 2 & e Xx=2"7
2

X2 — iz = 91 X=(2_l)7 x=2 7

12
L’équation f (x)=g(x) admet comme unique solution: x=2 7 =0,3.
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A titre de complément, on a :

12 12 12 ‘% _EX(_EJ 4
f(27]29(27]:(27j o7 gLy

3. a)ethb) On obtient :

IN°122 page 164

On note ~, la courbe représentative de la fonction racine niéme dans un repere orthonormal.

; = s - - Y s - * 1 1_1
a) La dérivée de la fonction racine niéme est définie sur R, par: X+ —x" . Pour x=1,
n

1
elle prend donc la valeur —.
n

1
On a par ailleurs : =1 =1,
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b)

L’équation reduite de la tangente T, a ~, au point d’abscisse x =1 s’écrit donc :

1
=—(x-1)+1
y n(x )+

La droite T, coupe I’axe des ordonnées en un point dont I’abscisse est nulle. D’aprés

1(0—1)+1=1—%.

I’équation obtenue précédemment, son ordonnée vaut donc : y ==
n

. . . . . ] 1
L’ ordonnée du point d’intersection de la droite T, avec I’axe des ordonnées vaut : 1——.
n

On considére la fonction h définie sur R, par: h(x)= Q/;—l(x—l)—l.
n

La fonction h est dérivable sur R’ comme somme de deux fonctions dérivables sur cet

intervalle (la fonction racine nieme et la fonction affine : x — ——(x—l)—l).
n

On a alors, pour tout réel x strictement positif :

1 1
e

, : - 1= .
Pour tout réel x strictement positif, le facteur —x " I’est également.
n

n-1 1\t
Le signe de h'(x) est donc celui de la différence : 1—x " =1—(X“J .

La fonction racine nieme est strictement croissante sur R’ et prend ses valeurs dans cet
intervalle. Comme n>2,0ona n—1>0 et la fonction x +— X" est strictement croissante

1\t n-1
sur R . On en déduit que la fonction x — [X”J =X " , composeée des deux

précédentes, est strictement croissante sur R’ .
n-1
Finalement, la fonction x —1-x " est strictement décroissante sur R, .

Comme elle s’annule pour x =1, il vient :

e Pour xe]0;1[,ona h'(x)>0 et lafonction h est strictement croissante ;
e Pour xe ]1; +oo[, ona h'(x)<0 et lafonction h est strictement décroissante.

La fonction h étant continue sur R, comme somme de deux fonctions continues sur cet
intervalle, on peut étendre la conclusion a ce point.
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Finalement :

e Pour xe [0;1], la fonction h est strictement croissante ;

e Pour xe [1; +oo[, la fonction h est strictement décroissante.

D’apres ce qui précede, la fonction h admet un maximum pour x =1. La valeur maximale

prise par h vaut donc : h(1)= Q/i—%(l—l)—lzl—O—lz 0.

On en déduit que pour tout x positif, ona: h(x)<0.

Soit : Q/_—%(x—l)—lso,ou encore : Ws%(x—l)ﬂ.

Pour une valeur de x donnée, I’ordonnée (%/;) du point correspondant sur - est

n

inférieure a I’ordonnée (i(x—1)+lj du point correspondant sur T,. D’ou :
n

La courbe représentative ~ de la fonction racine nieme
est située sous la tangente T, au point d’abscisse x =1.

A titre d’illustration, nous avons tracé dans un méme repére orthonormal les courbes et les
tangentes correspondant a n=2 (rouge), 4 (bleu) et 10 (vert) :

-0.21
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IN°130 page 165

1. Les réels a et b étant positifs, il en va de méme pour les réels a+b et 2+/ab .
Pour les comparer, nous pouvons comparer leurs carrés :

(a+b)2 =a’+b?+2ab et (2\/%)2 =4ab
Onaalors:

(aer)z—(Z\/%)2 =a?+b?+2ab—4ab
=a?+b*-2ab
=(a—b)2

Onadonc: (a+b)2 > (2\/%)2, d’ou, finalement :

a+b22\/£

2. Remarquons d’abord que I’inégalité est immédiatement veérifiée si I’un des reels a, b ou ¢
est nul. Nous pouvons donc supposer, a partir de maintenant que les trois réels a, b et ¢
sont non nuls (donc strictement positifs).

Nous devons donc ici comparer deux réels strictement positifs. La fonction cube étant
- 3
strictement croissante sur R, nous pouvons comparer (a +b+ c)3 et (3\3/abc) =27abc.

Soit alors b et ¢ deux réels strictement positifs fixés quelconques et soit ¢ la fonction
définie sur R par :

?(x) :(x+b+c)3 —27xbc

La fonction ¢ est une fonction polyndéme donc dérivable sur Rt et on a, pour tout x réel
strictement positif :

p'(x)= ?,(x+b+c)2 —27hc
_(x+b+c)2 —9bc}

-3 (x+b+c)2—(3ﬁ)2}
=3:x+b+c—3\/R][x+b+c+3\/R]

Le facteur x+b+c+3vbc est strictement positif.
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Quant au facteur x+b+c—3vbc, il s"annule pour X, = —(b+c)+3\/E qui peut étre
positif (b =c =1 par exemple) ou négatif (b =1 et c=9 par exemple).

Nous devons donc distinguer plusieurs situations :

> Si x, =—(b+¢)+3vbc <0

Pour tout réel x de R™, ona ¢'(x)> 0 et la fonction ¢ est strictement croissante.

Ona: Ixiirg(p(x): Ixigg[(x+b+c)3—27xbc}=(b+c)3 >0 et on en déduit :

x>0 x>0

vxeR, ¢(x)>0
> Si x, =—(b+¢)+3vbc >0

e Pour tout réel x de ]0;x,[, ona ¢'(x) <0 et la fonction ¢ est strictement

décroissante ;
e Pour tout réel x de ]x,;+o[,ona ¢'(x)>0 et lafonction ¢ est strictement

croissante.

La fonction ¢ admet donc un minimum global en x, .
Or,ona:

#(%) = (~(b+c)+3vbc)
:(3\/5)3—27(—(b+c)+3\/5)bc
= 27bcvfboc - 27(~(b+¢) +3vhc ) be
:27bc(\/R+b+c—3\/R)
:27bc(b+c—2x/R)

D’apres la question précedente, ona: b+c> 2/bc . On en tire alors (o(XO) >0, puis :
vxeR’, ¢(x)=0

Le cas x, =—(b+c)+3vbc =0 se traite comme le précédent.

Dans toutes les situations, on a donc :

vxeR, ¢(x)=0

Lycée Fénelon Sainte-Marie 16/21 M. Lichtenberg



Racine nieme
Corrigés d’exercices

On a donc, pour tout x réel strictement positif :
(x+b+c)3 —27xbc>0
Soit :
x+b+c>3¥xbc

On en tire, b et ¢ ayant été choisis quelconques dans R’i :

a+b+c>33%abc

L’inégalité est finalement valable pour tous réels a, b et c dans R, :

Pour tous réelsa, betcdans R, ,ona:
a+b+c>33abc

IN°132 page 165

1 1
Lesréeels n" et 3% etant strictement positifs, nous pouvons comparer leurs logarithmes

1 lInn 1
népériens : In[n”jzln[e” jzilnn et, en particulier, pour n=3 : In[33J:%In3.
n

- . e . Inx
Considérons alors la fonction ¢ définie sur R’ par: ¢(x)=—-.

X
Elle y est dérivable comme rapport de deux fonctions dérivables et on a, pour tout x réel
strictement positif :

En tenant compte de : Inx=1< x=e et du fait que la fonction logarithme népérien est
strictement croissante sur R, , il vient :

o Pour xe]0;e[, ¢'(x)>0 et lafonction ¢ est strictement croissante ;

e Pour xe]e;+oo[, ¢'(x)<0 etlafonction ¢ est strictement décroissante.
Tavaillons d’abord sur I’intervalle ]e;+oo[. Ona: 3 |e;+oo[ . Pour tout entier naturel
supérieur ou égal a 3, on a donc : InTn: @(n)<¢(3) :In_3. D’ou : n% < 3% :

Il reste donc a traiter lescas n=1et n=2.
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Onad’abord : 1< 3 et la fonction racine cubique est strictement croissante sur R, . On en

1 1 1 1 1 1
déduit : 1* <33, s0it 1<33.Or: 11 =1'=1. Onadonc : 1! <33 et I’inégalité est bien vérifiée
pour n=1.

1 1
Pour n=2, il convient de comparer : 22 =+/2 et 3%. La fonction x > x° étant strictement
croissante sur R _, nous pouvons comparer les puissances sixiemes de ces deux nombres :

(2%6 =(V2) =2 =g et [33]6 —32-9

1 1
Comme 8<9, il vient 22 < 3% . L’inégalité est vérifiée pour n=2.

Conclusion générale :

1 1
Pour tout n entier naturel non nul,ona: n" <338,

IN°138 page 167,

2 (1Y 3 1
1. Comme:03=(03J =0"=0,ilvient: f(0)=(4-0)2=4 =(42

2 1\2
Par ailleurs : 83=[83] =2=4.D’0ol: f(8)=(4-4)2=0°=

w
w
TN
o
~—
w
I
o
w
I
o

4—x3| -8
f(x)-8
2. a) On cherche : lim (X) =lim .
x—0 X x—0 X

x>0 x>0

Nous avons affaire ici a une forme indéterminée du type « o ».

22
L’exposant de [4— XSJ comportant un 2 au dénominateur, nous pouvons utiliser

I’expression conjuguée.
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Pour tout x strictement positif, on a :
f(x)-8 [f(x)-8][ f(x)+8]
X x[ f(x)+8]

(f(0) -8 X)) 8

x[f )+8]

2

2
(4—st 64

22
Le facteur (4— x3} +8 du dénominateur ne pose pas de probléme puisqu’il tend vers 16

lorsque x tend vers O par valeurs strictement positives.

2 3
(4 x3] 64
Nous nous intéressons donc désormais a ~——~——— pour tout x réel strictement
X

positif. On a, en développant le cube au numérateur :

2’ 2 2\ 2y
(4—x3] —64 %—3x42xx3+3x4x(x3j —[x3] 64

X X
2 4
_ —ABxX® +12xx3 - X
X
1 1
=—48x 3 +12x3 -

1 1
Or, Iing(lei*—xJ:O—O:O mais : Iim( —48x 3] -0,

x>0 x>0
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On en déduit finalement :

fim (X =8_
o X
b) On vient d’obtenir : IimM:Iim (X)_ f (0):—00.
eoox o x=0

On en déduit immédiatement :

\ La fonction f n’est pas dérivable en O (a droite).

c) D’apres le résultat précedent, on peut conclure que :

La courbe représentative ~~ de la fonction f admet
en son point d’abscisse nulle une tangente verticale.

3. a) Pour tout réel x strictement positif, on a :

b) Pour tout x strictement positif (et donc a fortiori sur ]0;8]) ona x 3 >0.Pour tout x de

N |-

2 2
[0;8[,0ona: 4—x® >0 etdonc (4—x3] >0.

On déduit de ce qui précéde que la dérivée de f est négative sur ]0;8] et ne s’y annule que

pour x =8. La fonction f est donc strictement décroissante sur cet intervalle. Comme elle
est continue sur [0;8] comme composee de fonctions continues, on en déduit finalement :

La fonction f est strictement décroissante sur [0;8] .
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4. On obtient :

121

101

23
f(x) = (4-x")’

10 12

14
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