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ATTENTION ! Ce recueil d’exercices comporte des exercices de votre livre se trouvant dans 
les deux chapitres : « Limites de suites et de fonctions » (chapitre 1) et « Suites et 
récurrence » (chapitre 7). 
 
 
 
 
N°23 page 28 
 
a) Sachant que l’on travaille avec une variable entière (donc positive), on a : 

6 2 6 310 10 10nu n n≥ ⇔ ≥ ⇔ ≥  
 

On a 610nu ≥  à partir de 1000n = . 
 
 

b) On se donne un réel A (nous le choisissons quelconque ici mais nous pourrions nous 
limiter à A positif). 
 
Si A est strictement négatif, on a : ,  Ann u∀ ∈ ≥  : à partir du rang 0, tous les termes de 
la suites sont supérieurs à A. 
 
Si A est positif, on a : 2A A Anu n n≥ ⇔ ≥ ⇔ ≥ . 

Or, pour tout réel A positif, on a : ( ) ( )E A A E A 1≤ < + , on peut donc affirmer qu’à 

partir du rang ( )E A 1+ , on a : Anu > . 

 
En définitive, pour toute valeur de A, on a trouvé un rang N tel que : Ann N u≥ ⇒ ≥ . 
Par définition : 
 

lim nn
u

→+∞
= +∞  
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N°30 page 28 
 
1. On a : 

[ ] 2
2 2 2

1 1 11,99;2,01 1,99 2 2,01 0,01 0,01 0,01 100 10nv n n
n n n

∈ ⇔ ≤ + ≤ ⇔ − ≤ ≤ ⇔ ≤ ⇔ ≥ ⇔ ≥

 
[ ]1,99;2,01 10nv n∈ ⇔ ≥  

 
De façon similaire : 

[ ] 2

2
2 2

11,999;2,001 1,999 2 2,001

1 10,001 0,001 0,001 1000

nv
n

n
n n

∈ ⇔ ≤ + ≤ ⇔

− ≤ ≤ ⇔ ≤ ⇔ ≥
 

 
Or : 1000 31.6 . On retient donc : 32n =  (i.e. le plus petit entier supérieur à 31,6 ou, si 
l’on préfère : ( )E 31,6 32= ) : 
 

[ ]1,999;2,001 32nv n∈ ⇔ ≥  

 
 

2. Nous nous plaçons cette fois dans le cas général en considérant un réel strictement positif 
ε  et l’intervalle : [ ]2 ;2ε ε− +  (on aurait également pu considérer ] [2 ;2ε ε− + ). 
 
On a : 
 

[ ] 2
2 2 2

1 1 1 1 1 12 ;2 2 2 2nv n n
n n n

ε ε ε ε ε ε ε
ε ε ε

∈ − + ⇔ − ≤ + ≤ + ⇔ − ≤ ≤ ⇔ ≤ ⇔ ≥ ⇔ ≥ =

 
 

Comme dans le second cas ci-dessus, on considère alors l’entier : 1E 1
ε

⎛ ⎞ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

On a donc : [ ] 12 ;2 E 1nv nε ε
ε

⎛ ⎞∈ − + ⇔ ≥ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Ainsi, pour tout réel ε  strictement positif, on a trouvé un rang N (égal à 1E 1
ε

⎛ ⎞ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

) tel 

que : [ ]N 2 ;2nn v ε ε≥ ⇒ ∈ − + . On en conclut : 
 

La suite ( )nv  converge vers 2. 
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N°32 page 28 
 

Pour n pair, on a : ( )1 1
n

n n
−

=  et pour n impair : ( )1 1
n

n n
− −

= . 

On en déduit : ( )11 1,  
n

n
n n n

−−
∀ ∈ ≤ ≤ , puis : ( )11 1,  0,5 0,5 0,5

n

n
n n n

−−
∀ ∈ + ≤ + ≤ + , 

c'est-à-dire : 
1 1,  0,5 0,5nn v

n n
−

∀ ∈ + ≤ ≤ +  

 

Or, on a : 1 1lim lim 0
n nn n→+∞ →+∞

−
= =  et donc : 1 1lim 0,5 lim 0,5 0

n nn n→+∞ →+∞

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ = + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. 

 
Le théorème des gendarmes nous permet alors de conclure : 
 

lim 0,5nn
v

→+∞
=  

 
 
N°123 page 37 
 
1. On a : 

1 0

2

2

2

2

2 2cos

2 2cos 2
2

2 2 2cos 1
2

2 4cos 2
2

4cos
2

u u

θ

θ

θ

θ

θ

= +

= +

⎛ ⎞= + ⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞= + −⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞= + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 

Comme 0
2
πθ≤ ≤ , on a : 0

2 4
θ π

≤ ≤  et donc cos 0
2
θ
> . Il vient alors : 

 

1 2cos
2

u θ
=  
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On mène le calcul comme ci-dessus en remplaçant simplement θ  par 
2
θ  et il vient : 

 

2 2cos
4

u θ
=  

 
 

2. a) Pour 0n = , on a : 0 02cos 2cos
2

v θ θ= = . 

 

0 2cosv θ=  
 
b) On peut procéder comme à la question 1. Pour tout entier naturel n, on a : 
 

1

2
1

2
1

2
1

2 2 2cos
2

2 2cos 2
2

2 2 2cos 1
2

2 4cos 2
2

4cos
2

n n

n

n

n

n

u θ

θ

θ

θ

θ

+

+

+

+

+ = +

⎛ ⎞= + ⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞= + −⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞= + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 

On a facilement : 1 20 0
2 2 2 2n n

π θ π πθ + +≤ ≤ ⇒ ≤ ≤ <  d’où 1cos 0
2n

θ
+ > . Il vient alors : 

 

112 2cos
2n nnv vθ

+++ = =  

 

1,  2n nn v v+∀ ∈ = +  

 
 

3. Puisque les suites u et v sont égales, on a : ,  2cos
2n nn u θ

∀ ∈ = . 

Or, on a : 1lim 0
2nn→+∞

=  et, de fait : lim 0
2nn

θ
→+∞

= . Par ailleurs : ( )
0

lim 2cos 2
x

x
→

= . 

Finalement (composition) : 
 

lim 2nn
u

→+∞
=  
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N°128 page 38 
 

( )
1 1 1 1...

1 2 2 3 3 4 1nu
n n

= + + + +
× × × × +

 

 
Comme l’indique l’intitulé de l’exercice, une petite « astuce » est ici bien utile … 
 
Pour tout entier naturel n non nul, on a : 
 

( )
1 1 1

1 1n n n n
= −

× + +
 

 
Il vient alors : 
 

( ) ( )
1 1 1 1 1...

1 2 2 3 3 4 1 1

1 1
1 2

nu
n n n n

= + + + + +
× × × − × × +

= −
1
2

⎛ ⎞
+⎜ ⎟

⎝ ⎠

1
3

−
1
3

⎛ ⎞
+⎜ ⎟

⎝ ⎠

1
4

−
1...

1n
⎛ ⎞

+ +⎜ ⎟ −⎝ ⎠

1
n

−
1
n

⎛ ⎞
+⎜ ⎟

⎝ ⎠

1
1

11
1

n

n

⎛ ⎞
−⎜ ⎟+⎝ ⎠

= −
+

 

 
En toute rigueur, il convient d’établir cette égalité par récurrence. 
 
Initialisation. 

Pour 1n = , on a : 1
1 1

1 2 2
u = =

×
 et 1 1 1 11 1 1

1 1 1 2 2n
− = − = − =

+ +
. 

L’égalité est ainsi vérifiée au rang 1. 
Hérédité. 

Soit n un entier naturel non nul fixé quelconque et supposons que l’on ait : 11
1nu

n
= −

+
. 

On a alors : 
 

( ) ( )

( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1

11
1

d'après l'hypothèse de récurrence

1 1 1 1 1 1...
1 2 2 3 3 4 1 1 1 2

1 1 2 11 1
1 1 2 1 2 1 2

2 1 1 11 1 1
1 2 1 2

n

n

u
n n n n n n

n
n n n n n n n

n n n
n n n n

+

= −
+

= + + + + + +
× × × − × × + + × +

+
= − + = − +

+ + × + + × + + × +

− − + − − +
= + = + = −

+ × + + × + ( )1n + ( )2

11
2

n

n

× +

= −
+
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La propriété est ainsi vérifiée au rang 1n +  ; elle est héréditaire. 
 

L’égalité est donc vraie à n’importe quel rang non nul : 1*,  1
1nn u

n
∀ ∈ = −

+
 

 

Comme 1lim 0
1x n→+∞
=

+
, on a immédiatement : 

 
lim 0nx

u
→+∞

=  

 
Remarque : l’« astuce » utilisée ci-dessus n’en est pas vraiment une … Vous apprendrez plus 
tard (l’an prochain ?) à décomposer les fonctions rationnelles en fonctions rationnelles plus 
simples facilitant ce genre de calculs. Pour cela, il existe de nombreuses techniques qui ne 
relèvent en rien d’astuces … 
 
 
N°28 page 184 
 
a) Pour tout entier naturel n non nul, on a : 

 

( )1 2 1 2

2 1 2

1

1

1 1 1 1 1 1 11 ... 1 1 ...
2 2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 11 ... 1 1 ...
2 2 2 2 2 2 2

1 1
2

1 1
2

n n n n n

n n n

n nn

n

u u n n

n n

u u

+ +

+

+

+

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− = + + + + + − + − + + + + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + + + − + − − + + + + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞= + − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

= −

 

 

1 1

1*,  1
2n n nn u u+ +∀ ∈ − = −  

 

b) On a facilement (démonstration par récurrence)  : 1

1 1*,  
2 4nn +∀ ∈ ≤ , d’où : 

1

1 1*,  1 1 0
2 4nn +∀ ∈ − ≤ − < . Finalement : 1*,  0n nn u u+∀ ∈ − < . 

Conclusion : 
 

La suite u est strictement décroissante. 
 

 
N°29 page 184 
 
a) Pour tout entier naturel n non nul, on a immédiatement : 0n > . Par ailleurs, la fonction 

exponentielle prend ses valeurs dans *
+ . On a donc : *,  0nn e∀ ∈ > . 
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Le terme nv  est donc le rapport de deux nombres strictement positifs. 
 

*,  0nn v∀ ∈ >  
 

b) Pour tout entier naturel n non nul, on a alors : 
 

1

1
1 1

1 1

n

n
n

n n
n

e
v e n nn e

ev e n n
n

+

+
+ += = =

+ +
 

 

1*,  
1

n

n

v nn e
v n
+∀ ∈ =

+
 

 

c) On montre facilement (étude de la fonction 
1

xx
x +

 sur +  ou étude du signe de 

1
1 2

n
n

−
+

 pour *n∈ ) que l’on a : 1*,  
1 2

nn
n

∀ ∈ ≥
+

. 

 
On tire alors de la question précédente : 

1*,  1
2

n

n

v en
v
+∀ ∈ ≥ >  

 
D’où : 
 

1*,  n nn v v+∀ ∈ >  
 

La suite v est strictement croissante. 
 

 
N°32 page 184 
 
On peut, par exemple, exprimer la différence 1n nu u+ −  en fonction de n : 
 

( ) ( ) ( ) ( )3 2 3 2
1

3

1 2 1 1 2n nu u n n n n n n

n

+ − = + − + − + − − −

= 23 3 1n n+ + + ( )22 2 1n n n− + + − 1− 3n− 22n n+ +

2 23 3 2n n n= + − 24 2 2n n− − +

( )

23 2
23 1
3

n n

n n

= − −

⎛ ⎞= − +⎜ ⎟
⎝ ⎠
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Le produit 23
3

n⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

 est strictement positif pour tout entier naturel n. 

On en déduit que le produit ( ) 23 1
3

n n⎛ ⎞− +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 est du signe de 1n − . 

On a donc : 1*,  0n nn u u+∀ ∈ − ≥  et, plus précisément : { } 1\ 0;1 ,  0n nn u u+∀ ∈ − > . 
On peut alors conclure : 
 

La suite u est (strictement) croissante à partir du rang 1 (du rang 2). 
 
 
N°33 page 184 
 
La forme du terme nu  (produit) et son signe (strictement positif) nous conduisent à étudier le 

rapport : 1n

n

u
u
+ . On a immédiatement : 

 

1

1 3 5 2 1...
2 4 6 2n

n

n
nu

u
+

−
× × × ×

=
( )
2 1

2 1
1 3 5 2 1...
2 4 6 2

n
n

n
n

+
×

+
−

× × × × ( )
2 1 2 1

2 1 2 2
n n
n n
+ +

= =
+ +

 

 

Or, pour tout entier naturel n, on a 2 1 1
2 2

n
n
+

<
+

. On en déduit que pour tout entier naturel n non 

nul, on a : 1n nu u+ < . 
 
Finalement : 
 

La suite u est strictement décroissante. 
 
 
N°34 page 184 
 
Pour tout entier naturel n, on a : 
 

( ) ( ) ( )1 2 1 sin 1 2 sin 2 sin 1 sinn nu u n n n n n n+ − = + + + − − = + + −  
 
Les sinus apparaissant dans cette expression ne peuvent valoir 1−  ou 1 car leurs arguments, 

nombres entiers, ne peuvent valoir 
2

kπ π+  (ce qui impliquerait que π  soit rationnel …). 

On peut écrire alors : 
 

( )1 sin 1 1n− < + <  
1 sin 1n− < − <  
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D’où : 
 

( )2 sin 1 sin 2n n− < + − <  
 
Et, enfin : 
 

( )0 2 sin 1 sin 4n n< + + − <  
On a donc : 1,  0n nn u u+∀ ∈ − > . 
 

La suite u est strictement croissante. 
 
 
Remarque : on aurait obtenu le même résultat en étudiant sur +  la fonction ϕ  définie par : 
 

( ) 2 sinx x xϕ = +  
 
 
N°35 page 184 
 
On a d’abord : 0 0u = . 
 
Pour tout entier naturel n non nul, on a : 0nu >  et : 
 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 21 1
11

2 2

1 1 1 1 11
n n

n
n n

n

n e nu e n e
u n e n e n e n

− + − +
−+

− −

+ + +⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = = = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

 

La suite de terme général 
211nv

n
⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ( 1n ≥ ) est strictement décroissante (la fonction 

211x
x

⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

 est strictement décroissante sur *). 

 

Or : 
2

2
1

11 2 4
1

v e⎛ ⎞= + = = >⎜ ⎟
⎝ ⎠

 et 
2 2

2
1 3 91 2,25
2 2 4

v e⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + = = = <⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. 

 

On a donc, pour tout entier naturel n supérieur ou égal à 2 : 
211 e

n
⎛ ⎞+ <⎜ ⎟
⎝ ⎠

, soit : 1 1n

n

u
u
+ < . 

 
On en déduit finalement : 
 

La suite u est strictement décroissante à partir du rang 2. 
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A titre de complément : 
 

0 0u = , 2 1
1

11 0,367 879u e
e

−= = , 2 2
2 2

42 0,541 341u e
e

−= = , 3 3
3 3

82 0,398 297u e
e

−= = , 

4 4
4 4

162 0,293 050u e
e

−= =  et 5 5
5 5

322 0,215 614u e
e

−= =  

 
(Et, en passant, pensez aux croissances comparées … ☺) 
 
 
N°35 page 184 
 
Vérifions, dans un premier temps que la suite est bien définie. 
Il suffit de montrer que pour tout entier naturel n, on a : 0nu ≥ . 
Nous allons établir par récurrence que l’on a en fait : 0nu > . 
Initialisation : 
On a : 0 5 0u = > . 
Hérédité : 
Soit n entier naturel. Supposons que l’on ait : 0nu > . 

Alors : 2 2nu + > . Soit : 1 2 0nu + > > . 
On a donc : 10 0n nu u +> ⇒ > . 
Le résultat est ainsi établi. 
 
Pour tout entier naturel n, on a : 1 2n n n nu u u u+ − = + − . 
En utilisant l’expression conjuguée, il vient : 
 

( )( )

( )( )

1

2

2

2 2

2

2
2

1 2
2

n n n n

n n n n

n n

n n

n n

n n

n n

u u u u

u u u u

u u

u u
u u

u u
u u

+ − = + −

+ − + +
=

+ +

+ −
=

+ +

+ −
= −

+ +

 

 
On a montré que l’on avait : ,  0nn u∀ ∈ > . On en tire immédiatement que le rapport 

1
2

n

n n

u
u u

+
+ +

 est strictement positif. 

 
Il convient donc d’étudier le signe de 2nu − . 
 
Nous allons montrer par récurrence que cette expression est toujours strictement positive. 
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Initialisation : 
On a : 0 5 2u = > . 
 
Hérédité : 
Soit n entier naturel. Supposons que l’on ait : 2nu > . 

Alors : 2 2 2 2nu + > + = . Soit : 1 2nu + > . 
On a donc : 12 2n nu u +> ⇒ > . 
Le résultat est ainsi établi. 
 

Finalement : ( )( )1 2
,  0

2
n n

n n

u u
n

u u
+ −

∀ ∈ − <
+ +

, c'est-à-dire : 1,  0n nn u u+∀ ∈ − < . 

 
Conclusion : 
 

La suite u est strictement décroissante. 
 
 
Complément : la suite u est strictement décroissante et elle est minorée (par 2). Elle est donc 
convergente (voir les théorèmes de fin de chapitre). 
Par ailleurs, la suite est définie par son premier terme et par une relation de récurrence de 
récurrence de la forme : ( )1n nu f u+ =  où f est la fonction : 2x x + . 

Cette fonction est continue. La limite l de la suite u vérifie donc : ( )f l l= , c'est-à-dire : 

2l l+ =  
 
Comme la suite u est minorée par 2, sa limite est strictement positive et il vient alors : 
 

( )( )2 2

00 0
2 2

1 2 02 2 0

ll l
l l l

l ll l l l

>> > ⎧⎧ ⎧ ⎪+ = ⇔ ⇔ ⇔ ⇔ =⎨ ⎨ ⎨ + − =+ = − − = ⎪⎩ ⎩ ⎩
 

 
La suite u converge vers 2. 
 
 
N°38 page 185 
 
a) Soit la fonction f définie sur [ [0;+∞  par : ( ) ( )ln 1 xf x e−= + . 

La fonction f est la composée de la fonction 1 xx e−+  et de la fonction logarithme 
népérien. 
La fonction xx e−  est dérivable sur  (et donc à fortiori sur [ [0;+∞ ) comme 
composée de deux fonctions dérivables sur cet intervalle ( x x−  et la fonction 
exponentielle). 
La fonction 1 xx e−+  est donc également dérivable sur  (et donc à fortiori sur 
[ [0;+∞ ). Pour tout x réel (et donc à fortiori pour tout x de [ [0;+∞ ), on a : 0xe− >  et donc 
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1 1 0xe−+ > > . La fonction 1 xx e−+  prend donc ses valeurs dans *
+ . Or, la fonction 

logarithme népérien est dérivable sur cet intervalle. 
 
Finalement, la fonction f est dérivable sur [ [0;+∞ . 
 

Pour tout x réel positif, on a (pour rappel : ( ) 'ln ' uu
u

= ) : ( )'
1

x

x

ef x
e

−

−

−
=

+
. 

 
Pour tout x réel (et donc à fortiori pour tout x de [ [0;+∞ ), on a : 0xe− >  et 1 0xe−+ > . On 

en déduit : [ [ ( )0; ,  ' 0x f x∀ ∈ +∞ < . 
 

La fonction f est strictement décroissante sur [ [0;+∞ . 
 
 

b) On déduit de ce qui précède que la suite u est strictement décroissante. 
On a donc : 0,  ln 2nn u u∀ ∈ ≤ = . 
 

La suite u est majorée par ln2. 
 

 
N°40 page 185 
 
1. Montrons que l’on a : ,  2 3nn u∀ ∈ ≤ ≤ . 

 
Pour tout entier naturel n, on a : 
 

2 3 2 3 2 2 12 2
1 1 1n

n n nu
n n n
+ + − −

− = − = =
+ + +

 

 

Or, pour tout entier naturel n, on a : 1 0
1n
>

+
. On en déduit : 2 0nu − > , soit : 2 nu< . 

La suite u est minorée par 2. 
 
Par ailleurs, pour tout entier naturel n, on a : 
 

2 3 3 3 2 33 3
1 1 1n

n n n nu
n n n
+ + − −

− = − = =
+ + +

 

 

Or, pour tout entier naturel n, on a : 0
1

n
n

≥
+

. On en déduit : 3 0nu− ≥ , soit : 3nu ≤ . 

La suite u est majorée par 3. 
 

La suite u est bornée par 2 et 3. 
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2. 
2

n
n

n

uv
u

=
+

. 

 

a) Pour tout entier naturel, on a : 2 2 2 2 21
2 2 2 2 2

n n n
n

n n n n n

u u uv
u u u u u

+ − +
= = = − = −

+ + + + +
. 

 
On a bien : 
 

2,  1
2n

n

n v
u

∀ ∈ = −
+

 

 
b) A la question 1., nous avons établi : ,  2 3nn u∀ ∈ < ≤ . 
 

On en déduit : ,  4 2 5nn u∀ ∈ < + ≤ , puis : 1 1 1,  
5 2 4n

n
u

∀ ∈ ≤ <
+

. 

Alors : 2 2 2,  
5 2 4n

n
u

− − −
∀ ∈ ≥ >

+
, c'est-à-dire : 2,  0, 4 0,5

2n

n
u
−

∀ ∈ − ≥ > −
+

. 

Finalement : 2,  1 0,4 1 1 0,5
2n

n
u
−

∀ ∈ − ≥ + > −
+

, soit : 2,  0,6 1 0,5
2n

n
u
−

∀ ∈ ≥ + >
+

. 

 
La suite v est bornée par 0,5 et 0,6. 

 
 
N°41 page 185 
 
Montrons par récurrence que l’on a : ,  0,5 5nn u∀ ∈ ≤ ≤ . 
 
Soit nP  : « 0,5 5nu≤ ≤  ». 
 
Initialisation : 

0 5u = . Or, [ ]5 0,5;5∈ . Donc 0P  est vraie. 
 
Hérédité : 
Supposons que l’on ait, pour n entier naturel quelconque : 0,5 5nu≤ ≤ . 

Il vient alors : 1 1 10,5 5
2 2 2nu− × ≥ − ≥ − × , c'est-à-dire : 1 1 5

4 2 2nu− ≥ − ≥ − . 

Alors : 1 1 53 3 3
4 2 2nu− + ≥ − + ≥ − + , c'est-à-dire : 12,75 0,5nu +≥ ≥ . 

On a bien : [ ]1 0,5;5nu + ∈ . D’où 1,  n nn P P +∀ ∈ ⇒ . 
 
Le résultat est ainsi établi. 
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N°42 page 185 
 

( )1 cos
,  

1

n

n

n n
n v

n
− +

∀ ∈ =
+

. 

 
On a d’abord : ( ),  1 nn n n n∀ ∈ − ≤ − ≤ . Puis : ,  1 cos 1n n∀ ∈ − ≤ ≤ . 

D’où : ( ),  1 cos 1 1nn n n n n∀ ∈ − − ≤ + − ≤ +  et : ( )1 cos1 1,  
1 1 1

n n nn nn
n n n

− +− − +
∀ ∈ ≤ ≤

+ + +
. 

Finalement : ( )1 cos
,  1 1

1

n n n
n

n
− +

∀ ∈ − ≤ ≤
+

. 

La suite v est donc minorée par 1−  et majorée par 1. 
 

La suite v est bornée. 
 
 
N°43 page 185 
 
On obtient facilement (valeurs arrondies à 610− ) : 
 

 
 
Il semblerait que les termes de la suite décroissent jusqu’à 4 4u =  puis se mettent à croître 
strictement. La suite u ne semble pas bornée. 
 



 Suites 
 Corrigés d’exercices 

Lycée Fénelon Sainte-Marie 15/29 M. Lichtenberg 

Etudions le signe de 4nu − . 
 
Pour tout entier naturel n non nul, on a : 
 

( )22 48 16 84 4 0
2 2 2n

nn n nu
n n n

−+ −
− = + − = = ≥  

 
Pour tout entier naturel n non nul, on a : 4nu ≥ . 
 

La suite u est minorée par 4. 
 
On a par ailleurs, pour tout entier naturel n non nul : 
 

( ) ( )
2

1
1 8 8 1 8 16

2 1 2 2 1 2 1n n
n n n nu u

n n n n n n+

+ + −
− = + − − = − =

+ + +
 

La racine positive de 2 16x x+ −  vaut : 1 65 3,53
2

− + . 

On en déduit : 
• Pour tout entier naturel non nul et inférieur ou égal à 3, la différence 1n nu u+ −  est 

négative ; 
• Pour tout entier naturel supérieur ou égal à 4, la différence 1n nu u+ −  est strictement 

positive. 
 

La suite u est strictement croissante à partir du rang 4. 
 

On a enfin : lim
2n

n
→+∞

= +∞  et 8lim 0
n n→+∞

= . D’où : lim nn
u

→+∞
= +∞ . 

Finalement : 
 

La suite u n’est pas bornée. 
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N°45 page 185 
 
On obtient facilement (valeurs arrondies à 610− ) : 
 

 
 
 
Les valeurs obtenues grâce au tableur nous laissent penser que la suite d est bornée (minorée 
par 0 et majorée par 1) et qu’elle n’est pas monotone mais semble converger vers une valeur 
proche de 0,567. 
 
Comme la fonction exponentielle prend ses valeurs dans *

+  et que pour tout entier naturel n, 
on a : 1

nd
nd e−
+ =  on en déduit immédiatement : *,  0nn d∀ ∈ > . 

Comme, par ailleurs, on a : 0 0d = , il vient finalement : ,  0nn d∀ ∈ ≥ . 
 

La suite u est minorée par 0. 
 
Montrons maintenant que la suite d est majorée par 1. 
 
Nous allons établir ce résultat par récurrence. 
On a déjà : 0 0d =  et 1 1d =  qui sont tous deux inférieurs à 1. 
Soit alors n un entier naturel quelconque. Supposons que le résultat soit vrai au rang n. C'est-
à-dire : supposons que l’on ait : 1nd ≤ . 
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Plus précisément, en tenant compte du résultat précédent, on a : 0 1nd≤ ≤ . 
La fonction exponentielle étant strictement croissante sur  et donc, à fortiori, sur + , il 

vient : 1 nde e≤ ≤ . D’où, en considérant les inverses : 1 1nde
e

−≤ ≤ . Alors : 1 1nd + ≤ . 

Le résultat est ainsi vrai au rang 1n + . 
Le résultat est donc vrai pour tout rang n. 
 

La suite d est majorée par 1. 
 
La suite étudiée est une suite récurrente définie par 0 0d =  et, pour tout entier naturel n : 

( )1n nd f d+ =  avec : xf x e− . 
 
On montre en fait que la suite d est convergente en étudiant les suites ( )2nd  et ( )2 1nd +  en ne 
retenant dans la suite d que les termes de rangs respectivement pairs et impairs (de telles 
suites sont appelées des « suites extraites » de la suite d). On montre que ces suites convergent 
vers une même limite qui, de fait, est aussi celle de d. 
 
Comme la fonction f est continue, la limite l de la suite d vérifie ( )f l l= . 

Considérons alors la fonction ϕ  définie sur [ ]0;1  par : ( ) ( ) xx f x x e xϕ −= − = − . 

On montre facilement qu’elle y est continue et strictement décroissante de 1 à 1 1
e
−  qui est 

strictement négatif. D’après le théorème des valeurs intermédiaires, la fonction ϕ  s’annule 
une fois et une seule sur ] [0;1  pour une valeur que nous notons α . On a donc : ( ) 0ϕ α = , 

soit ( ) 0f α α− = . D’où : lα = . 
En tabulant à la calculatrice, il vient : 
 

0,567 143 0,567 144l< <  
 
N°48 page 186 
 
a) Pour tout entier naturel n, on a : 

 

( ) ( )

( )

1 1 1

1 13 2 2 3
5 5
1 5 5
5

n n n

n n n n

n n

n n

n

u a b

a b a b

a b

a b
u

+ + += +

= + + +

= +

= +
=

 

 
La suite u est donc constante et on a donc : 
 

0 0 0,  nn u u a b∀ ∈ = = +  
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b) Nous procédons de façon analogue à ce qui vient d’être fait : 

 
Pour tout entier naturel n, on a : 
 

( ) ( )

( )

1 1 1

1 13 2 2 3
5 5
1
5
1
5

n n n

n n n n

n n

n

v a b

a b a b

a b

v

+ + += −

= + − +

= −

=

 

 

La suite v est donc une suite géométrique de raison 1
5

 et de premier terme 0 0 0v a b= − . 

On en tire immédiatement : 
 

0 0,  
5n n

a bn v −
∀ ∈ =  

 
c) A partir de n n nu a b= +  et n n nv a b= − , il vient, pour tout entier naturel n : 

 

2
n n

n
u va +

=  et 
2

n n
n

u vb −
=  

 
Soit, en utilisant les résultats des questions a) et b) : 
 

( ) 0 0
0 0

1
2 2 5

n n
n n

u v a ba a b+ −⎡ ⎤= = + +⎢ ⎥⎣ ⎦
 et ( ) 0 0

0 0
1

2 2 5
n n

n n

u v a bb a b− −⎡ ⎤= = + −⎢ ⎥⎣ ⎦
 

 
 

d) Si 0 0a b= , on a facilement, pour tout entier naturel n : 
 

0 0n na b a b= = =  
 
Les suites a et b sont constantes et, de fait, également adjacentes. 
 
Supposons donc maintenant : 0 0a b≠ . 
 
Pour tout entier naturel n, on a : 
 

1
1

n
n n

u
a a +

+ − = 1n nv u++ −
( ) ( ) ( )0 0 0 0 0 01 1 1

1 1 1 1 4 2
2 2 5 5 2 5 5

n
n n n n

v
a b a b a b+ + +

− −⎛ ⎞= − − = − = − −⎜ ⎟
⎝ ⎠
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De façon similaire, on obtient : 
 

( )1 0 01

2
5n n nb b a b+ +− = −  

 
La différence 1n nb b+ −  est du signe de 0 0a b−  ( 0≠ ) tandis que la différence 1n na a+ −  est 
du signe opposé. Les suite a et b sont donc strictement monotones de monotonies 
opposées. 
 

Par ailleurs, la suite v a b= −  est une suite géométrique de raison 1 1
5
< . Elle est donc 

convergente de limite nulle. 
 
Ici encore, on déduit des éléments précédents que les suite a et b sont adjacentes. 
 

Les suite a et b sont adjacentes. 
 

 
N°62 page 189 
 

ln
1n

nu
n

⎛ ⎞= ⎜ ⎟+⎝ ⎠
. 

 

1. On a : ( )nu f n=  où f est la composée de la fonction :
1

xx
x

ϕ
+

 et de la fonction 

logarithme népérien. 
On étudie la fonction ϕ  sur [ [1;+∞ . 
Elle y est définie et dérivable en tant que fonction rationnelle. 

Pour tout x de [ [1;+∞ , on a : ( )
( )2

1' 0
1

x
x

ϕ = >
+

. La fonction ϕ  est donc strictement 

croissante sur [ [1;+∞ . 

Par ailleurs, la fonction logarithme népérien est strictement croissante sur *
+ . 

On en déduit finalement que la fonction f est strictement croissante sur [ [1;+∞ . 
 
D’où : 
 

La suite u est strictement croissante. 
 

Pour tout entier naturel n non nul, on a : 1
1

n
n

<
+

. 

On en déduit immédiatement : ln 0
1

n
n

⎛ ⎞ <⎜ ⎟+⎝ ⎠
. 

 
*,  0nn u∀ ∈ <  
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2. On a : 

 
1 2 3 ...

1 2 3ln ln ln ... ln
2 3 4 1

1ln
2

n nS u u u u
n

n

= + + + +

= + + + +
+

=
2

×
3

3
×

4
... n

× ×
1

1ln
1

n

n

⎛ ⎞
⎜ ⎟+⎝ ⎠

=
+

 

 
1*,  ln

1nn S
n

∀ ∈ =
+

 

 
En toute rigueur, il conviendrait d’établir ce résultat par récurrence. 
 

On a immédiatement : 1lim 0
1n n→+∞
=

+
 et 

0
0

lim ln
x
x

x
→
>

= −∞ . On en déduit : 

 
lim nn

S
→+∞

= −∞  

 
 

3. On pose cette fois : 1 2 2...n n n nT u u u+ += + + + . 
 
On a alors, pour tout entier naturel n non nul : 
 

( ) ( )
1 2 2

1 2 3 1 2 2 1 2

2

...
... ... ...
1 1ln ln

2 1 1
1

12 1ln ln1 2 1
1

n n n n

n n n n n

n n

T u u u
u u u u u u u u u u

S S
n n

nn
n

n

+ +

+ +

= + + +

= + + + + + + + + − + + +

= − = −
+ +

++= =
+

+

 

 
1*,  ln

2 1n
nn T
n
+

∀ ∈ =
+

 

 

On a immédiatement : 1 1lim
2 1 2n

n
n→+∞

+
=

+
. On en déduit : 1 1lim ln ln ln 2

2 1 2n

n
n→+∞

+⎛ ⎞ = = −⎜ ⎟+⎝ ⎠
. 

 
lim ln 2nn

T
→+∞

= −  
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N°63 page 189 
 

0 1u =  et ( ) ( )1ln 1 lnn nu u+ = + . 
 
1. a) Montrons par récurrence que l’on a, pour tout entier naturel n : 1nu ≥ . 

La propriété est vraie pour 0n =  puisque l’on a : 0 1 1u = ≤ . 
Soit alors n un entier naturel quelconque et supposons que l’on ait : 1nu ≥ . 
On en déduit alors ( )ln 0nu ≥ , puis : ( )1 ln 1nu+ ≥ , soit ( )1ln 1nu + ≥ . 
On en tire alors : 1 1nu e+ ≥ > . Ainsi, la propriété est vraie au rang 1n + . 
Elle est donc vraie pour tout n entier naturel. 
 

,  1nn u∀ ∈ ≥  
 
D’après le résultat précédent, la quantité ( )1 ln nu+  existe toujours. On pourra ainsi 

toujours calculer ( )1 ln
1

nu
nu e +
+ = . La suite u est bien définie. 

 
b) Tous les termes de la suite étant supérieurs à 1, ils sont strictement positifs et on peut 
donc écrire : 
 

( ) ( )
( ) ( )

1

1

1

1

ln 1 ln

ln ln 1

ln 1

n n

n n

n

n

n

n

u u

u u
u
u
u e
u

+

+

+

+

= + ⇔

− = ⇔

= ⇔

=

 

 
On a bien : 
 

1,  n

n

un e
u
+∀ ∈ =  

 
On déduit du résultat précédent que la suite u est une suite géométrique de raison e. 
 
c) Comme 0 1u = , il vient, en utilisant le résultat précédent: 
 

,  n
nn u e∀ ∈ =  

 
d) La suite u est une suite géométrique à termes positifs de raison strictement supérieure à 
1. On en déduit immédiatement : 
 

lim nn
u

→+∞
= +∞  
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2. ( )lnn nv u= . Or, d’après la question 1.c), on a : ,  n

nn u e∀ ∈ = . 
On en déduit : ,  nn v n∀ ∈ = . 

Il vient alors : ( )
0 1 2

1
... 0 1 2 ...

2n

n n
v v v v n

+
+ + + + = + + + + = . 

 
( )

0 1 2

1
,  ...

2n

n n
n v v v v

+
∀ ∈ + + + + =  

 
 

3. a) Pour tout entier naturel n, on a : 
 

( )
0 1 2 0 1 2

0 1 2

... ln ln ln ... ln
ln ...

n n

n

v v v v u u u u
u u u u

+ + + + = + + + +

= × × × ×
 

 
On en tire : 0 1 2 ...

0 1 2 ... nv v v v
nu u u u e + + + +× × × × = . 

 

D’après la question précédente, on a : ( )
0 1 2

1
...

2n

n n
v v v v

+
+ + + + = . 

On en déduit finalement : 
 

( )1
2

0 1 2,  ...
n n

nn u u u u e
+

∀ ∈ × × × × =  
 

b) On a immédiatement ( )1
lim

2n

n n
→+∞

+
= +∞ . Or, lim x

x
e

→+∞
= +∞ . 

On en déduit alors : 
 

( )0 1 2lim ... nn
u u u u

→+∞
× × × × = +∞  

 
 
N°67 page 190 
 

0 0u =  et pour tout entier naturel n : 1
2 1

2n nu u+ = + . 

 

1. a) Montrons par récurrence que l’on a : 2*,  1
2 nn u∀ ∈ ≤ ≤ . 

On a : 1 0
2 2 21 1 0

2 2 2
u u= + = + = . 

La propriété est donc vraie au rang 1. 
 
Supposons maintenant qu’elle soit vraie au rang n, entier naturel quelconque non nul. 
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On a donc : 2 1
2 nu≤ ≤ . On en tire alors : 21 1 2

2 nu+ ≤ + ≤  puis, tous les membres de 

cette double inégalité étant positifs : 21 1 2
2 nu+ ≤ + ≤ . 

Alors : 2 2 2 21 1 2
2 2 2 2nu+ ≤ + ≤ , soit : 1

2 21 1
2 2 nu ++ ≤ ≤ . 

Comme 21 1
2

+ > , on a : 21 1
2

+ >  et 2 2 21
2 2 2

+ > . 

Finalement : 1
2 1

2 nu +< ≤ . 

La propriété est ainsi vérifiée au rang 1n + . 
Elle est donc vraie pour tout entier naturel non nul. 
 

2*,  1
2 nn u∀ ∈ ≤ ≤  

 
Montrons maintenant que la suite u est croissante. 
 
Nous allons établir par récurrence que l’on a : 1,  0n nn u u+∀ ∈ − ≥ . 

Pour 0n = , on a : 1 0
2 20 0

2 2
u u− = − = > . 

La propriété est donc vraie au rang 0. 
Supposons maintenant qu’elle soit vraie au rang n, entier naturel quelconque. 
On a donc : 1 0n nu u+ − ≥ . 
Il vient alors : 
 

( )( )

( ) ( )

2 1 1

1 1

1

2 2

1

1

1

1

1

1

2 21 1
2 2

1 1 1 12
2 1 1

1 12
2 1 1

1 11
2 1 1
1
2 1 1

n n n n

n n n n

n n

n n

n n

n n

n n

n n

n n

u u u u

u u u u

u u

u u
u u

u u
u u
u u
u u

+ + +

+ +

+

+

+

+

+

+

+

− = + − +

+ − + + + +
=

+ + +

+ − +
=

+ + +

+ − +
=

+ + +

−
=

+ + +

 

 



 Suites 
 Corrigés d’exercices 

Lycée Fénelon Sainte-Marie 24/29 M. Lichtenberg 

Comme 
1

1 1
2 1 1n nu u++ + +

 est strictement positif, le signe de 2 1n nu u+ +−  est le même 

que celui de 1n nu u+ − . Par hypothèse, la différence 1n nu u+ −  est positive. Il en va donc de 
même de 2 1n nu u+ +− . 
La propriété est donc vraie au rang 1n + . 
Elle est finalement vraie pour tout entier naturel n. 
Comme 1,  0n nn u u+∀ ∈ − ≥ , on en conclut : 
 

La suite u est croissante 
 
b) La suite u étant croissante et majorée, elle converge. Notons a sa limite. 
Comme on a, pour tout entier naturel n : ( )1n nu f u+ =  où la fonction f, définie par 

2 1
2

x x+ , est continue, on peut affirmer que la limite a de la suite u vérifie : 

 

( ) 2 1
2

a f a a= = +  

 

Comme, pour tout entier naturel n, on a : 2 1
2 nu≤ ≤ , il vient : 2 1

2
a≤ ≤ . 

 
 
En élevant au carré les deux membres de l’égalité ci-dessus, on obtient alors : 
 

( )2 1 1
2

a a= +  

 
Soit : 
 

( )2 12 1 2 1 0
2

a a a a⎛ ⎞− − = − + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 

La seule racine positive est 1 qui appartient bien à l’intervalle 2 ;1
2

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

. 

Conclusion : 
 

La suite u converge vers 1. 
 
 

2. a) Soit x un réel de [ ]0;π . 

On a classiquement : 2cos 2cos 1
2
xx ⎛ ⎞= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
. On en déduit : 2 1 coscos

2 2
x x+⎛ ⎞ =⎜ ⎟

⎝ ⎠
. 
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Comme x appartient à [ ]0;π , 
2
x  appartient à 0;

2
π⎡ ⎤

⎢ ⎥⎣ ⎦
. On a donc cos 0

2
x⎛ ⎞ ≥⎜ ⎟

⎝ ⎠
. 

D’après l’égalité 2 1 coscos
2 2
x x+⎛ ⎞ =⎜ ⎟

⎝ ⎠
, on a alors : 1 coscos

2 2
x x+⎛ ⎞ =⎜ ⎟

⎝ ⎠
. 

 

[ ] 1 cos0; ,  cos
2 2
x xx π +⎛ ⎞∀ ∈ =⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

 

b) Montrons par récurrence que l’on a : 1,  cos
2n nn u π

+
⎛ ⎞∀ ∈ = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Pour 0n = , on a : 01 0 1cos cos cos 0
2 2 2n uπ π π

+ +
⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. 

La propriété est donc vraie au rang 0. 
 
Supposons qu’elle soit vraie au rang n, entier naturel quelconque. 

On a donc : 1cos
2n nu π

+

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

On en tire alors : 

1

1 1 1

1 cos
2 2 1 21 1 cos 1 cos

2 2 2 2 22

n

n n n nu u

π
π π +

+ + +

⎛ ⎞+ ⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎝ ⎠= + = + = + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

 

Pour tout n entier naturel, on a [ ]1 0;
2n

π π+ ∈  (et même 0;
2
π⎤ ⎤

⎥ ⎥⎦ ⎦
 pour être plus précis mais 

c’est sans importance ici). 
 
D’après la question précédente, on a alors : 
 

1 1

2

1 cos
2 2cos cos

2 2 2

n n

n

π π
π+ +

+

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎛ ⎞⎝ ⎠ = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎜ ⎟

⎝ ⎠

 

 
La propriété est ainsi vérifiée au rang 1n + . 
 
Elle est donc vraie pour tout entier naturel n. 
 

1,  cos
2n nn u π

+
⎛ ⎞∀ ∈ = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 

Comme 1lim 0
2nn

π
+→+∞
=  (suite géométrique de premier terme 

2
π  et de raison [ [1 0;1

2
∈ ), il 

vient : 
0

lim lim cos cos 0 1nn x
u x

→+∞ →
= = = . 
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On retrouve bien le résultat établi plus haut : 
 

La suite u converge vers 1. 
 

 
N°72 page 191 
 
Calculons quelques termes : 
 

2
1

1 1 1
2 2 0 2

u
u

= = =
− −

, 3
2

1 1 1 2
1 32 32
2 2

u
u

= = = =
− −

 et 4
3

1 1 1 3
2 42 42
3 3

u
u

= = = =
− −

 

 

Il semblerait que l’on ait : 1
n

nu
n
−

= . 

Nous allons montrer ce résultat par récurrence. 
 
L’initialisation est immédiate. 
 

Soit alors n un entier naturel quelconque non nul et supposons que l’on ait 1
n

nu
n
−

= . 

Il vient alors : ( )
1

1 11 1 1 1
1 2 1 12 1 12

n
n

nnu n n n nu n n
n n n

+

+ −
= = = = = =

− − + +− + +−
. 

Le résultat est ainsi établi au rang 1n + . 
 
On a donc, finalement : 
 

1*,  n
nn u

n
−

∀ ∈ =  

 
Puisque le premier terme de la suite correspond au rang 1, le 999ème correspond au rang 999.  
 

Il vient donc : 999
999 1 998

999 999
u −

= = . 

 

Le 999ème terme de la suite vaut 998
999

. 
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Complément. 

A partir de l’expression de nu , il vient immédiatement : 1lim lim 1nn n

nu
n→+∞ →+∞

−
= = . 

Sans effectuer les calculs, on peut écrire : 
 

3
2

1 1
12 2
2

u
u

= =
− −

, 4
3

1 1
12 2 12

2

u
u

= =
− −

−

, 5
4

1 1
12 2 12 12

2

u
u

= =
− −

−
−

, … 

 
La limite de la suite u peut ainsi être écrite sous la forme d’une « fraction infinie » : 
 

11 12
2

12 12
2

=
−

−

−
−

 

 
Une telle écriture est appelée « développement en fraction continue ». 
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N°74 page 191 
 
On peut utiliser un tableur pour calculer les premiers termes de la suite u. 
 

 
 

La suite u est bien sûr croissante (pour tout n entier naturel non nul, on a : 1
1

1n nu u
n+ − =
+

). 

Pour autant, il ne semble pas évident, à première vue, de savoir si la suite u est, ou non, 
majorée … 
 

Dans la somme 1 1 1 11 ....
2 3 5nu

n
= + + + + + , nous avons n termes, chacun étant 

supérieur ou égal au dernier 1
n

. 

 
Pour tout entier naturel n non nul, nous pouvons donc écrire : 
 

 fois

1 1 1 1 1 1 1 1 1 11 .... ...
2 3 5n

n

u n n
n n n n n n n

= + + + + + ≥ + + + + + = × =  
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Or : lim
n

n
→+∞

= +∞ . On conclut alors : 

 
lim nn

u
→+∞

= +∞  

 
Complément : cette méthode est applicable pour toute suite u de la forme : 
 

1 1 1 11 ....
2 3 4n a a a au

n
= + + + + +  

 
Où a appartient à [ [0;1 . On conclut comme ci-dessus. 
 

En revanche, pour u définie par 1 1 1 11 ....
2 3 4nu

n
= + + + + + , l’approche ci-dessus ne 

« fonctionne pas » ! Mais, on a encore lim nn
u

→+∞
= +∞  … Sauriez-vous le montrer ? 

 


