Suites

Corrigés d’exercices

Page 28| : N°23, 30, 32 Page 186|: N°48
Page 37|: N°123 Page 189/ : N°62, 63
Page 38 : N°128 Page 190 : N°67
Page 184|: N°28, 29, 32, 33, 34, 35, 36 Page 191]: N°72, 74

Page 185 : N°38, 40, 41, 42, 43, 45

ATTENTION ! Ce recueil d’exercices comporte des exercices de votre livre se trouvant dans
les deux chapitres : « Limites de suites et de fonctions » (chapitre 1) et « Suites et
récurrence » (chapitre 7).

IN°23 page 2§

a) Sachant que I’on travaille avec une variable entiére (donc positive), on a:
u, >10° < n?>10° < n>10°

Ona u, >10° a partir de n=1000.

b) On se donne un réel A (nous le choisissons quelcongue ici mais nous pourrions nous
limiter & A positif).

Si A est strictement négatif, ona: YneN, u, > A :apartir du rang O, tous les termes de
la suites sont supérieurs a A.

Si Aest positif,ona: u >A<n?>Aon>JA.
Or, pour tout réel A positif, on a: E(\/K) <JA < E(\/K)H, on peut donc affirmer qu’a

partir du rang E(\/K)H, ona:u,>A.

En definitive, pour toute valeur de A, on atrouvé unrang Ntelque: n>N =u, > A.
Par définition :

limu, =+

n—+o

Lycée Fénelon Sainte-Marie 1/29 M. Lichtenberg



Suites
Corrigés d’exercices

IN°30 page 2§

1. Ona:
A e[1,99;2,01]<:>1,99§2+%s2,01<:>—0,0ls%s0,0lan—lst,Ola n?>100<n>10

v, € [1,99; 2,01] <n=10

De fagon similaire :
v, €[1,999;2,001] < 1,999 < 2+n—12 <2,001<
1

n2

-0,001< =< 0,001<:>i2£ 0,001 <> n* >1000
n

Or : /1000 = 31.6. On retient donc : n=32 (i.e. le plus petit entier supérieur a 31,6 ou, Si
I’on préfere : E(31,6)=32):

v, €[1,999;2,001] < n>32

2. Nous nous plagons cette fois dans le cas général en considérant un réel strictement positif
¢ etlintervalle : [2—¢;2+¢] (on aurait également pu considérer |2—¢;2+¢[).

Ona:

1

v, 6[2—8;2+8]<:>2—8S2+i2$2+8©—8§ .
n

=)
IA
(35
0
=)
N
IA
35
0
>
N
(\Y2
N |
0
>
\V4
=
Il
ol

. . . 1
Comme dans le second cas ci-dessus, on considére alors I’entier : E(T +1.
&

Onadonc: v, e[2—g;2+g]<:>an(i]+l.

Je

Ainsi, pour tout réel & strictement positif, on a trouvé un rang N (égal a E(T]+1) tel
&

que: n>N=v, €[2—-&;2+¢]. Onen conclut :

La suite (v,) converge vers 2.
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IN°32 page 2§

_11'] _1n _
Pour n pair, ona:( ) _1 et pour n impair : (1) :—1.
n n n n
-1)" _ _1)
On en déduit : Vne N, —l<( ) si,puis:VneN, O,5+—1§O,5+us0,5+1,
n n n n n n

c'est-a-dire :

vneN, 0,5+%1SVH SO,5+%

Or,ona: lim _—1: lim 1:0 etdonc : lim (0,5+_—1j: lim £0,5+1j:0.
n

n—>+o N n—>+o N n—+o0 n N—-+o0

Le théoreme des gendarmes nous permet alors de conclure :

limv, =0,5

nN—-+o0

IN°123 page 37|
1. Ona:
=2+,
=+/2+2c0s6
2+Zcos(2gj
2

2+72 (2 cos? (gj —1}
2
2 +4c0s? (gj—Z

4.cos? (QJ
2

et donc cosg >0. Il vient alors :

QQ

<

Comme Oses%,ona: Ogg

r
4

u, = 2cos€

Lycée Fénelon Sainte-Marie 3/29 M. Lichtenberg



Suites
Corrigés d’exercices

. . . 0 .. .
On mene le calcul comme ci-dessus en remplacant simplement & par 5 etil vient :

u, =2COS%

2. a)Pour n=0,o0na: v, :2c05£0=20036?.
2

V, =2C0s6

b) On peut procéder comme a la question 1. Pour tout entier naturel n,on a :

w/2+u ‘/2+2005—
\/2+Zcos( 2“*1j

2n+l]_lj
\/2+4cos 2””) 2
/4cos 2““

o T T, 0 .
o < 7 <o d’ou COSW>O. I vient alors :

2+ 2003

On a facilement : Oses%:OS

n+1

2+V, :2COSi1:V
2n+

vneN, v, =.2+V,

3. Puisque les suites u et v sont égales, ona: VneN, u, = ZCOS%.

Or,ona: lim in:O et, de fait : lim in:O. Par ailleurs : lim(2cosx)=2.

n—+0 N—>+w0 x—0

Finalement (composition) :

limu, =2

n—+o00
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IN°128 page 38

1 1 1 1
u, = + + Foed ————
1x2 2x3 3x4 nx(n+1)

Comme I’indique I’intitulé de I’exercice, une petite « astuce » est ici bien utile ...
Pour tout entier naturel n non nul,ona:

1 1 1

nx(n+l) n n+l

Il vient alors :

1 1 1 1 1
u, = + + +ot +
1x2 2x3 3x4 (n—l >< nx n+1

LA 2AMEA)- {%%J Iae

_1_

En toute rigueur, il convient d’établir cette égalité par récurrence.

Initialisation.
Pour n=1,o0na: u, = 1.1 tl—izl—izl—izl.
1x2 2 n+1 1+1 2 2
L’égalite est ainsi vérifiée au rang 1.
Hérédité.
Soit n un entier naturel non nul fixé quelconque et supposons que I’on ait : u, _1—%
n+

On aalors:

u., = ! + L + L +ot L + L + !
" x2  2x3 3x4 (n—l)xn nx(n+1) (n+1)><(n+2)

gt

(dapres I'hypothég(-;r (1je récurrence)
1 1 L n+2 1
n+1 (n+1)><(n+2)_ (n+1)x(n+2) (n+1)x(n+2)
-n-241 . -n-1 o1
(n+1)x(n+2) (n+1)x(n+2) Mx(n+2)

1

=1+
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La propriété est ainsi vérifiée au rang n+1 ; elle est héréditaire.

i Ca 1
L’égalite est donc vraie a n’importe quel rang non nul : ¥n e R*, u, :1——1
n+

. 1 ) , ..
Comme lim ——=0, on a immédiatement :
X—>+00 n_+_1

limu,=0

X—>+400

Remarque : I’« astuce » utilisée ci-dessus n’en est pas vraiment une ... VVous apprendrez plus
tard (I’an prochain ?) a décomposer les fonctions rationnelles en fonctions rationnelles plus
simples facilitant ce genre de calculs. Pour cela, il existe de nombreuses techniques qui ne
relévent en rien d’astuces ...

IN°28 page 184

a) Pour tout entier naturel nnon nul, ona:

1

n = Ant
2n+1

vneN* u,, —Uu 1

. . . , 1 .
b) On a facilement (démonstration par récurrence) : Vn e N*, <=,dou:
2n+l 4
1 .
vVneN*, —-1<--1<0.Finalement: VneN*, u ,-u, <0.
2™ 4
Conclusion :

\ La suite u est strictement decroissante.

IN°29 page 184

a) Pour tout entier naturel n non nul, on a immédiatement : n> 0. Par ailleurs, la fonction
exponentielle prend ses valeurs dans R’ . Onadonc : Vne N*, e" >0.
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Le terme v, est donc le rapport de deux nombres strictement positifs.

vneN* v >0

b) Pour tout entier naturel n non nul, on a alors :

n+1

e
Vou _nl_€ N _ N
v, e e" n+l n+l
n
v n
VneN* —tl-g
. n+1

. , . X . .
¢) On montre facilement (étude de la fonction x — i1 sur R, ou étude du signe de
X+

n 2 pour ne N*) que I’ona: Vne N*, in,
n+l 2 n+l 2

On tire alors de la question précédente :
v
vneNs, Yoas &g
., 2

D’ou :

VneN* v >V,

n+1

\ La suite v est strictement croissante.

IN°32 page 184

On peut, par exemple, exprimer la différence u,,, —u, en fonctionden :

Uy, —U, =(n+1)"=2(n+1)° =(n+1)-(n*-2n’ —n)
= ¥ +30% +3n 40 - 2(n? + 20 +1) A AL AT + 207 410
= 3n2 + 3027 —4n— 24217

=3n°-n-2

= 3(n—1)(n +§j
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. 2 . ... i
Le produit 3[n +—j est strictement positif pour tout entier naturel n.

On en déduit que le produit 3(n —l)(n +§j est du signe de n-1.

Onadonc: VneN*, u,, —u, >0 et, plus précisément : Vvne N\{0;1}, u,,, —u, >0.
On peut alors conclure :

La suite u est (strictement) croissante a partir du rang 1 (du rang 2).

IN°33 page 184

La forme du terme u, (produit) et son signe (strictement positif) nous conduisent a etudier le

u L
rapport : —~£ . On a immédiatement :

35 ~1_ 2n+1
— X —X=X7..X X
u,., 6 2n  2(n+1)  2n+1  2n+1
u, 135 =] 2(n+1) 2n+2
— X —X=X7..X
6 2n
2n+1

Or, pour tout entier naturel n, on a <1. On en deduit que pour tout entier naturel n non

2n+2
nul,ona:u,, <u,.

Finalement :

La suite u est strictement décroissante.

IN°34 page 184

Pour tout entier naturel n, on a:

—U, =2(n+1)+sin(n+1)-2n-sinn=2+sin(n+1)-sinn

n+l n

u

Les sinus apparaissant dans cette expression ne peuvent valoir —1 ou 1 car leurs arguments,

nombres entiers, ne peuvent valoir %4‘ kzz (ce qui impliquerait que ~ soit rationnel ...).

On peut écrire alors :

—1<sin(n+1)<1
-l<-sinn<l1
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D’ou :
—2<sin(n+1)-sinn<?2
Et, enfin :

0<2+sin(n+1)-sinn<4
Onadonc: VneN, u,,,—u, >0.

La suite u est strictement croissante.

Remarque : on aurait obtenu le méme résultat en étudiant sur R, la fonction ¢ définie par :

@(X)=2x+sinx

IN°35 page 184

Onad’abord : u, =0.

Pour tout entier naturel nnon nul,ona: u, >0 et:

e

2 \~(n1) 2 () 2 2
a (n+1) ™ (n+1) e :(n+1J o1 1(“1}

u —
u ne™" n? e™" n n

n

2
La suite de terme général v, = (1+—] (n>1) est strictement décroissante (la fonction
n

2
1 . L
X > (1+—] est strictement décroissante sur R *).
X

2 2 2
Or:v1:(1+%j =2"=4>¢e et v2:(1+%j :(gj :%:2,25<e.

2
. - L s 1 . u
On a donc, pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2 : (1+— <e,soit: <1,
n u

n

On en déduit finalement :

La suite u est strictement décroissante a partir du rang 2.
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A titre de complément :

U, =0, U, =1%e" =2 =0,367 879, u, = 2262 = + 0,541 341, u, = 2" =%:0,398 297,
(] (S e

u, =2'e™ =$: 0,293 050 et u, =2%¢™° :3—52: 0,215 614
e e

(Et, en passant, pensez aux croissances comparées ... ©)

IN°35 page 184

Vérifions, dans un premier temps que la suite est bien définie.
Il suffit de montrer que pour tout entier naturel n,ona: u, >0.

Nous allons établir par récurrence que I'onaen fait: u, >0.

Initialisation :
Ona:u,=5>0.
Hérédité :

Soit n entier naturel. Supposons que I’on ait: u, >0.

Alors : 1/un+2>\/§.80it: Uy, >V2>0.

Onadonc:u,>0=u,, >0.
Le résultat est ainsi établi.

Pour tout entier naturel n,ona: u,,—u, =u,+2-u,.
En utilisant I’expression conjuguée, il vient :

On a montreé que I’on avait: VneN, u, >0. On en tire immeédiatement que le rapport
u,+1

Ju, +2+u,

Il convient donc d’étudier le signe de u, —2.

est strictement positif.

Nous allons montrer par récurrence que cette expression est toujours strictement positive.
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Initialisation :
Ona:u,=5>2.
Hérédité :

Soit n entier naturel. Supposons que I’on ait : u, > 2.
Alors : \Ju,+2 >+2+2=2.Soit: u,,, >2.

Onadonc:u,>2=u,, >2.
Le résultat est ainsi établi.

(u, +1)(u, -2)
Ju,+2+u,

n+l

Finalement: VheN, —

Conclusion :

<0, cest-a-dire: VneN, u, ,—u, <0.

La suite u est strictement décroissante.

Complément : la suite u est strictement décroissante et elle est minorée (par 2). Elle est donc

convergente (voir les théorémes de fin de chapitre).

Par ailleurs, la suite est définie par son premier terme et par une relation de récurrence de
récurrence de la forme : u ,, = f (u,) ou fest la fonction: x> vx+2.

Cette fonction est continue. La limite | de la suite u vérifie donc : f (I) =1, c'est-a-dire :

1>0

(1+1)(1-2)

0

=2

VI+2 =1
Comme la suite u est minorée par 2, sa limite est strictement positive et il vient alors :
1>0 I>0
Vi+2=l< , S0, =
l+2=1 “-1-2=0

La suite u converge vers 2.

IN°38 page 185

a) Soit la fonction f définie sur [0;+oo[ par: f(x)=In(1+e™).

La fonction f est la composeée de la fonction x+ 1+e ™ et de la fonction logarithme

népérien.

La fonction x > e™ est dérivable sur R (et donc a fortiori sur [0;+oc[ ) comme
composée de deux fonctions dérivables sur cet intervalle (x — —x et la fonction

exponentielle).

La fonction x—1+e* est donc également dérivable sur R (et donc a fortiori sur
[0;++o0[ ). Pour tout x réel (et donc a fortiori pour tout x de [0;+cc[ ), ona: e™ >0 et donc
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1+e™* >1>0. Lafonction x> 1+e™* prend donc ses valeurs dans R’ . Or, la fonction
logarithme népérien est dérivable sur cet intervalle.

Finalement, la fonction f est dérivable sur [0; +oo[ .

1 —X

Pour tout x réel positif, on a (pour rappel : (In U)'I%) : '(X):l_eex '
+

Pour tout x réel (et donc a fortiori pour tout x de [0;+oo[), ona:e*>0etl+e*>0.0n
en déduit : Vx e[0;+o[, f'(x)<0.

La fonction f est strictement décroissante sur [O; +oo[ .

b) On déduit de ce qui précéde que la suite u est strictement décroissante.
Onadonc: VneN, u, <u,=In2.

\ La suite u est majorée par In2.

IN°40 page 185

1. Montronsquel’ona: VneN, 2<u, <3.

Pour tout entier naturel n, on a:

_2n+3_2_2n+3—2n—2_ 1

u —2 =
n+1 n+1 n+1

n

. 1 S .
Or, pour tout entier naturel n, ona: 1 >0.Onendeéduit: u, —2>0,soit: 2<u,.
n+

La suite u est minorée par 2.
Par ailleurs, pour tout entier naturel n,on a:

~2n+3 _3n+3-2n-3_ n
n+1 n+1 n+1

3-u =3

. n s .
Or, pour tout entier naturel n, ona: 1 >0.Onendeduit: 3—u, >0, soit: u, <3.
n+

La suite u est majorée par 3.

\ La suite u est bornée par 2 et 3.

Lycée Fénelon Sainte-Marie 12/29 M. Lichtenberg



Suites
Corrigés d’exercices

2. Vv, = ul
u,+2
a) Pour tout entier naturel, ona: v, = U, _U+2-2 U+2 2 _, 2 .
u,+2 u,+2 u,+2 u,+2 u,+2
On a bien :
VneN, v, =1- 2
u,+2
b) A la question 1., nous avons établi : VvneN, 2<u_ <3,
e . 1 1 1
Onendeduit: VneN, 4<u,+2<5,puis: VneN, =< <.
5 u+2 4
2 -2 -2 ., ... -
Alors: VneN, —> >— c'est-a-dire: VheN, -0,4> >-0,5.
5 u,+2 4 u,+2
Finalement: VneN, 1-0,4>1+——>1-0,5, soit: ¥neN, 0,6>1+——>0,5.
u,+2 u,+2

n

n

\ La suite v est bornée par 0,5 et 0,6.

IN°41 page 185

Montrons par récurrence que 'ona: vneN, 0,5<u, <5.
Soit P, 1« 0,5<u, <5 ».

Initialisation :
U, =5.0r, 5€[0,5;5]. Donc P, est vraie.

Hérédité :

Supposons que I’on ait, pour n entier naturel quelconque : 0,5<u, <5.

Il vient alors : —1x0,5 > —iun > —1x5 , C'est-a-dire : 1 > —lun > 2 .
2 2 2 4 2 2

Alors : —%+32—%un+32—g+3,c'est-a-dire: 2,75>u,,,>0,5.

n+l =

Onabien: u,, €[0,55]. Dol VneN, P, =P

n+l*

Le résultat est ainsi établi.
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IN°42 page 185

(-1)" n+cosn

VneN, v, =
1+n

Onad’abord: VneN, —ng(—l)"ngn.Puis: vnelN, —-1<cosn<l.

; —1— ~1)"n+cosn
D’ol: VneN, —-1-n<cosn+(-1) n<l+n et: VneN, L ns( ) £1+n.
1+n 1+n 1+n

. —-1)"n+cosn
Finalement : VneN, —1£%£1
+n

La suite v est donc minorée par —1 et majorée par 1.

\ La suite v est bornee.

IN°43 page 185

On obtient facilement (valeurs arrondies & 107°) :

@ Microsoft Excel - Documents.xls g@
@_] Fichier  Edition  Affichage  Insertion Format  ©utils  Données  Fenétre 7 Adobe PDF Tapez une question - -8 X
g 3 3R s o F o s il pe Bie S =€ B A &
FRES P B A WL o WL | | [ =y §1 | ¥ Répondre e incluant des modifications.., Termingr la révision, 5 g._:l : Hp iy ﬁ masguer vj
J357 hd 23
F_ ]l 6 [ H [ 1 e K | L [ M [ N | © [
345
345 n u,
347 1 8,500000
345 2 5,000000
349 3 4 166667
350 4 4000000
351 il 4100000
352 6 4333333
353 7 4 642857
354] g 5,000000
355 g 5,385858%
356 | 10 5,800000
357 11 6227273 I _I
358 12 5,666667
359 13 7115385
360 14 75714249
3651 15 5,033333
362 16 8,500000
353 17 8970588
364 15 9 444444
365 19 9921053
356 | 20 10400000 |=
357 v
M 4 » W]\ Documents . Progression ) Feuill /- ' i 1< [ | F
Prét MUM

Il semblerait que les termes de la suite décroissent jusqu’a u, =4 puis se mettent a croitre
strictement. La suite u ne semble pas bornée.
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Etudions le signe de u, —4.

Pour tout entier naturel n non nul, on a:

2 _ _42
un—4zﬂ+§—4:n +16-8n _(n-4)
2 n 2n 2n

>0

Pour tout entier naturel nnon nul,ona: u, >4.

La suite u est minorée par 4.

On a par ailleurs, pour tout entier naturel n non nul :

ntl 8 n 8 1 8 n’+n-16

u — = —_— _— = —— =
"2 n+l 2 n 2 n(n+l) 2n(n+l)
: - —1+/65
La racine positive de x* +x—16 vaut : — = 3,53.
On en déduit :
e Pour tout entier naturel non nul et inférieur ou égal a 3, la différence u,,, —u, est
négative ;
e Pour tout entier naturel supérieur ou égal a 4, la difference u,_, —u, est strictement
positive.

La suite u est strictement croissante a partir du rang 4.

. .. n . 8 SN
Onaenfin: lim —=+c et lim—==0.D’o0: limu, =+c.

n—+o P n—+w [ n—>+o0

Finalement :

La suite u n’est pas bornée.
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IN°45 page 185

On obtient facilement (valeurs arrondies & 10°) :

@ Microsoft Excel - Documents.xls g@
@_] Fichier  Edition  Affichage Insertion Format  Oubils  Données  Fenétre 7 Adobe PDF Tapez une question - - B X
HRNEN " NENE= RN WP N - R A e = okl lp e Hic | SEE€IH A E
£ Wt B R0 T it | | [ ] | stiops,,, Termine la révision g g;] _H p E masquer - z
K360 hd 23
| G | H | | ¢ [w ] ¢ | 0w [ N | o |
345]
346 n d,
347 0 0,000000
348 1 1.000000
343 2 0367879
350 3 0,692201
(st 4 0,500474
352 5 0,606244
353 B 0,545396
354 7 0579612
3565 g 0,560115
356 g 0,571143
357 10 0,564879
358 il 0,568429
359 12 0566415
30| 13 0567557 I _l
361 14 0,566909
62 15 0567276
363 16 0567068
364 17 0567186
365 18 0567119
366 | 19 0567157
67 20 0567135
358 .
| 359 2
4 < » Wl Documents £/ Progression ' Feuill /- <] Ij |
Prét MWLM

Les valeurs obtenues grace au tableur nous laissent penser que la suite d est bornée (minorée
par 0 et majorée par 1) et qu’elle n’est pas monotone mais semble converger vers une valeur
proche de 0,567.

Comme la fonction exponentielle prend ses valeurs dans R’ et que pour tout entier naturel n,
ona: d_,=e " onendéduitimmédiatement : YneN*, d >0.
Comme, par ailleurs,ona: d, =0, il vient finalement : VneN, d, >0.

La suite u est minorée par 0.

Montrons maintenant que la suite d est majoree par 1.

Nous allons établir ce résultat par récurrence.

Onadéja: d,=0 et d, =1 qui sont tous deux inférieurs a 1.

Soit alors n un entier naturel quelconque. Supposons que le résultat soit vrai au rang n. C'est-
a-dire : supposons que I'on ait: d, <1.

Lycée Fénelon Sainte-Marie 16/29 M. Lichtenberg



Suites
Corrigés d’exercices

Plus précisement, en tenant compte du résultat précédent, ona: 0<d, <1.
La fonction exponentielle étant strictement croissante sur R et donc, a fortiori, sur R _, il

: yos - . 1
vient: 1<e™ <e. D’o0, en considérant les inverses : =<e * <1.Alors: d_, <1.
e

Le résultat est ainsi vrai au rang n+1.
Le résultat est donc vrai pour tout rang n.

La suite d est majorée par 1.

La suite étudiée est une suite récurrente définie par d, =0 et, pour tout entier naturel n :
d,,="f(d,) avec f:xme™.

On montre en fait que la suite d est convergente en étudiant les suites (d,, ) et (d,,,,) enne

retenant dans la suite d que les termes de rangs respectivement pairs et impairs (de telles
suites sont appelées des « suites extraites » de la suite d). On montre que ces suites convergent
vers une méme limite qui, de fait, est aussi celle de d.

Comme la fonction f est continue, la limite | de la suite d vérifie f (I) =1.

Considérons alors la fonction ¢ définie sur [0;1] par: ¢(x)=f (x)—x=e"-X.

On montre facilement qu’elle y est continue et strictement décroissante de 1 a ——1 qui est
e

strictement négatif. D’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, la fonction ¢ s’annule
une fois et une seule sur ]O;]{ pour une valeur que nous notons « . On a donc : (p(a) =0,
soit f(a)-a=0.Dou: a=I.

En tabulant & la calculatrice, il vient :

0,567 143<1<0,567 144

IN°48 page 186

a) Pour tout entier naturel n,ona:

un+l = a‘n+1 + bn+1

:%(351” +2bn)+%(2an +30,)

1
=—(5 5b
5( an+ n)

=a, +b,
:un

La suite u est donc constante et on a donc :

vneN, u, =u, =a,+b,
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b) Nous procédons de fagcon analogue a ce qui vient d’étre fait :
Pour tout entier naturel n, on a:

v..,=a.,—Db
:%(3an+2bn)—%(2an+3bn)

n+1 n+1 n+1

1

=g(an _bn)

:—Vn
5

La suite v est donc une suite géometrique de raison c et de premier terme v, =a, —b,.

On en tire immédiatement :

vneN, v, = a05—nb0

c) Awpartirdeu =a +b etv =a —b il vient, pour tout entier naturel n :

g = tVe g UV

n n

Soit, en utilisant les résultats des questions a) et b) :

2 2 2

a, :un+vn l|:(a0+b0)+a05_nboj| et bn _ un;Vn :1[(% _|_b0)_a05—_nb0}

d) Si a, =h,, on a facilement, pour tout entier naturel n :

a,=b,=a,=Db,

Les suites a et b sont constantes et, de fait, également adjacentes.

Supposons donc maintenant : a, #b,.

Pour tout entier naturel n, on a:

fa Vo M, —V, 1 1 1 1 —4 2
: 2/ :_(ao_bo)( J > (2 -by)

2 5n+1 _5_n :Z(ao_bo)F:_SrHl ao
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De fagon similaire, on obtient :

2
bn+1 _bn =W(a0 _bO)

La différence b, —Db, estdusigne de a,—b, (#0) tandis que la différence a , —a, est

du signe opposé. Les suite a et b sont donc strictement monotones de monotonies
opposées.

Par ailleurs, la suite v=a—b est une suite géométrique de raison c <1. Elle est donc

convergente de limite nulle.

Ici encore, on déduit des éléments précédents que les suite a et b sont adjacentes.

\ Les suite a et b sont adjacentes.

IN°62 page 189

n
u,=In—1.
(n+1)

. . : X :
1. Ona: u, = f(n) ot festlacomposée de la fonction ¢: x — —— et de la fonction

x+1
logarithme népérien.
On étudie la fonction ¢ sur [1;+o0f .
Elle y est définie et dérivable en tant que fonction rationnelle.
1 . .
Pour tout x de [1;+oc[ , 0na: ¢'(x)=——= >0. La fonction ¢ est donc strictement

+1)
croissante sur [1;+oo| .
Par ailleurs, la fonction logarithme népérien est strictement croissante sur R’ .
On en déduit finalement que la fonction f est strictement croissante sur [1; +oo[ .

D’ou :

La suite u est strictement croissante.

) n
Pour tout entier naturel n non nul, on a: —1 <1.
n+

On en déduit immédiatement : In (Lj <0.
n+1

VneN* u, <0
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2. Ona:
S,=u +u,+U;+...+U,

1 2 3 n
=ln=+Ih=+In=+...+4In—
2 3 4 n+1

(k)

1
=lnh——
n+1
1
vneN* S =In—
n+1

En toute rigueur, il conviendrait d’établir ce résultat par récurrence.

On a immédiatement : lim —— =0 et limIn x=—o0. On en déduit :
n—+ow n+1 xaé)
X>

limS, =—w

N—+o0

3. Onposecette fois: T, =u,,, +U, ,+..+U,, .

n+l

On a alors, pour tout entier naturel n non nul :

T, =uU,,+U,,+..+U,,
= (Uy Uy + Uy + ot Uy + Uy + U+ Uy )= (U U, +. U )
1 1
=Y nzln —In
2n+1 n+1
1
_n2n+l ., N+1
=In =1In
1 2n+1
n+1
n+1
vneN*, T =In
2n+1

On a immédiatement ; lim n+1 :E.On en déduit : lim In n+1 =In£=—ln2.
n—+0 2N +1 N—>+00 2n+1 2

limT, =-In2

n—+o0
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IN°63 page 189

u,=1etIn(u,,)=1+In(u,).

1. a) Montrons par récurrence que I’on a, pour tout entier naturel n: u, >1.
La propriéte est vraie pour n=0 puisque I'ona: u, =1<1.
Soit alors n un entier naturel quelconque et supposons que I’on ait : u, >1.
On en déduit alors In(u,)>0, puis: 1+In(u,)>1, soit In(u,,,)>1.
Onentirealors: u,,, >e>1. Ainsi, la propriété est vraie au rang n+1.

Elle est donc vraie pour tout n entier naturel.

VneN, u,>1

D’aprés le résultat précédent, la quantité 1+In(u, ) existe toujours. On pourra ainsi

_ pl+n

toujours calculer u,,, =e () La suite u est bien définie.

b) Tous les termes de la suite étant supérieurs a 1, ils sont strictement positifs et on peut

donc écrire :
In(u,,,)=1+In(u,) =
In(u,,,)-In(u,)=1<
u
In-1&
un
u
n+l =e
un
On a bien :
u
VneN, ™ —¢

n

On déduit du résultat précédent que la suite u est une suite geométrique de raison e.

c) Comme u, =1, il vient, en utilisant le résultat précédent:

vneN, u, =e"

d) La suite u est une suite geomeétrique a termes positifs de raison strictement supérieure a

1. On en déduit immédiatement :

limu, =40

n—+o0
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2. v,=In(u,).Or, dapres laquestion 1.c),ona: VneN, u, =e".
Onendéduit: VneN, v, =n.

: n(n+1)
Ilvientalors: v, +Vv, +V, +...4V, =0+1+2+...+n=———-.

n(n+1)

vneN, Vo +V, +V, +..+V, =

3. a) Pour tout entier naturel n,ona:

Vo+V +V, +...+V, =Inu, +Inu +Inu, +...+Inu,

=1In (U, x Uy xU, x...xu, )

Vo +Vy +Vy +.. 4V,

Onentire : u, xu, xu, x...xu, =€

s : - n(n+1)
D’apres la question précédente, ona: v, +V, +V, +...+V, = —

On en déduit finalement :

n(n+1)
VneN, Uy xu, xu,x..xu, =e ?2

. - . n(n+1 .
b) On a immédiatement lim M:+oo. Or, lime* =+w.

nN—+o0 X—>+00

On en déduit alors :

lim (uoxulxuzx...xun)=+oo

N—+o00

IN°67 page 190

. 2
u, =0 et pour tout entier naturel n: u,,, =§,/1+ u, .

. , 2
1. a) Montrons par récurrence que I’'ona: Vne N*, —<u_<1.

2 n
Ona: ulzgﬁllwo =§\/1+ =%.

La propriété est donc vraie au rang 1.

Supposons maintenant qu’elle soit vraie au rang n, entier naturel quelconque non nul.
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Onadonc:

NI

. 2 .
<u, <1.Onentirealors: 1+§sl+ u, <2 puis, tous les membres de

cette double inégalité étant positifs : 1/1+% < 1+u, <+/2.
B[ o g, 2

1+7Sun+1 <1.

Commel+%>l,ona:,/1+% 1et% \f>£

Alors :

2

Finalement : — <1.

n+1

La propriété est ainsi vérifiée au rang n+1.
Elle est donc vraie pour tout entier naturel non nul.

vn e N¥, %gun <1

Montrons maintenant que la suite u est croissante.

Nous allons établir par récurrence que I’'ona: VneN, u, ,—u >0.

Z 2

Pour n=0,0na: ul—u(,:?—O_T >0.

La propriété est donc vraie au rang 0.
Supposons maintenant qu’elle soit vraie au rang n, entier naturel quelconque.
Onadonc: u,,—u, >0.

Il vient alors :

2 (\/1+ Uy, —/1+U, )(\/1+ Uy, ++1+U, )

"2 JI+u,, +1+u,

N2 1+ U, —J1+u, i
2 JI+u,, +41+u,
C1(14u,,)-(1+uyy)
_E\/1+u +y1+u,

_ 1 Upy — Uy

2 i+, + 1+,

n+l

n+l
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1 1 . . .
Comme = est strictement positif, le signe de u, ., —u

2 J1+u,,, ++1+u,
que celui de u,,, —u,. Par hypothése, la différence u,,, —u, est positive. Il en va donc de
méme de u,,,—U,.,,.

La propriété est donc vraie au rang n+1.
Elle est finalement vraie pour tout entier naturel n.
Comme VneN, u,,—u, >0, o0nenconclut:

est le méme

n+1
n+l

\ La suite u est croissante

b) La suite u étant croissante et majorée, elle converge. Notons a sa limite.
Comme on a, pour tout entier naturel n : u,,, = f (u,) ou la fonction f, définie par

X > % 1+ x, est continue, on peut affirmer que la limite a de la suite u vérifie :

a:f(a):gx/u_a

, 2 S
Comme, pour tout entier naturel n, on a : % <u, <1,ilvient:

ﬂ <a<l.
2
En élevant au carré les deux membres de I’égalité ci-dessus, on obtient alors :

21
2

a (1+a)
Soit :
2 1
2a —a—1=2(a—1)(a+5j:0

ﬁ]

La seule racine positive est 1 qui appartient bien a I’intervalle {7;1

Conclusion :

\ La suite u converge vers 1.

2. a) Soit x un réel de [0; 7].

On a classiquement : cos x = 2 cos? (%)—1. On en déduit : cos® (gj _Lrcosx:

2
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Comme x appartient a [0;77], % appartient a {O%} On a donc cos (%) >0.

1+ cos X
2

1+ cos x

D’aprés I’égalité cos® (gj = ,onaalors: cos (%) =

vx e[0; 7], cos[x) 1+cosx
2 2

. , V4
b) Montrons par récurrence que ’'ona: VneN, u, = cos( )
2n+1

Pour n=0,o0na: cos(zﬁlj:cos(zilj:cos%:O=u0.

La propriété est donc vraie au rang 0.

Supposons qu’elle soit vraie au rang n, entier naturel quelconque.

Onadonc: u, =cos( ”1)
2I’H—

On en tire alors :

\/_\/7 V2 1+cos(2n+l) 5 1+cos( z jz

Pour tout n entier naturel, on a 2— e[0; 7] (et méme } 2} pour étre plus précis mais

c’est sans importance ici).

D’apreés la question précédente, on a alors :

La propriété est ainsi vérifiee au rang n+1.

Elle est donc vraie pour tout entier naturel n.

vneN, u, = cos(ilj
2n+

”ﬂ =0 (suite géométrique de premier terme % et de raison %e [0;1[), il

vient: limu, =limcosx =cos0=1.

n—+w0 x—0
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On retrouve bien le résultat établi plus haut :

\ La suite u converge vers 1.

IN°72 page 191

Calculons quelques termes :

R S S | A S —l—etu— 1 1 1 |3
*2-y 2-0 [2]'° 2-u, , 1 3 [3[" " 2-u , 2 4 |4
2 2 3 3
. , . n-1
Il semblerait que I'on ait: u, =——.
n
Nous allons montrer ce résultat par récurrence.
L’initialisation est immédiate.
Soit alors n un entier naturel quelconque non nul et supposons que I’on ait u, = L.
n
: _ 1 1 1 1 n (n+1)-1
Ilvientalors: u,,, = = = = = = :
nt 2-u, 2_n—l 2n-n+1 n+l np+1 n+1
n n n

Le résultat est ainsi établi au rang n+1.
On a donc, finalement :

vneN* u, :n_—l
n

Puisque le premier terme de la suite correspond au rang 1, le 99géme correspond au rang 999.

. 999-1 998

Il vient donc : Uy = 999 999"

Le 999°™ terme de la suite vaut 220 |
999
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Complément.
. . T, : . n-1
A partir de I’expression de u,, il vient immeédiatement : limu, = lim —=1
n—+o0 n-+o

Sans effectuer les calculs, on peut écrire :

P S ST R SRR S 1
P2-y, , 1Y 2wy o, L7 2-u, o, 17
2 o1 oo L

Une telle écriture est appelée « développement en fraction continue ».

M. Lichtenberg
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IN°74 page 191]

On peut utiliser un tableur pour calculer les premiers termes de la suite u.

@ Microsoft Excel - Documents.xls

@_] Fichier  Edition  Affichage Insertion Format  Oubils  Données  Fenétre 7 Adobe PDF Tapez une question

RN N NEATE NEAk- A WP WE S AR @* Zv-"nllﬂ-ﬁuwﬁ AR ERC R .
HEES o B ¥ [BE0 oL | MR dre & inh s atiors et visio £ _g;] S Hep =By E masquer - j

K355 hd 23
F | 6 [ H ] [0 e © | ™ [ n | e [
345
46| n U,
U7 1 1000000
48, 2 1707107
243 3 2284457
380, 4 2,784457
351 5 3.731671
£ 6 3,639919
353 7 4017883
354 8 4371437
355 9 4704770 [ |
356 10 5,020998
357 11 5,322509
358, 12 5611184
B 13 5888534
360, 14 6,155796
361 15 6413995
62 16 6,663995
%63 17 £,906530
e 18 7.142232
%65 19 7371643
366 20 7595255
367 21 7.813473
368, 22 8.026674
69 23 §,235188
270 24 8439312
371 25 8,639312 ,
372 v
W« » n\ Documents J Progression ) Feuil1 / <] [ i Y|
Prét MUM
. R . . 1
La suite u est bien sdr croissante (pour tout n entier naturel non nul, ona: u,, —u, = NoyS] )-
n+
Pour autant, il ne semble pas évident, a premiére vue, de savoir si la suite u est, ou non,
majorée ...
1
Dans la somme u, \/_ \/_ \/_ \/_ nous avons n termes, chacun étant
L . .1
supérieur ou égal au dernier T
n
Pour tout entier naturel n non nul, nous pouvons donc écrire :
u1+1+1+1+ ! ! 1+1+1 +1 nxl\/ﬁ
N N N N N A D n

n fois
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Or: lim \/_=+oo. On conclut alors :

N—+o00

limu, =+

nN—-+o0

Complément : cette méthode est applicable pour toute suite u de la forme :

1 1 1 1
U, =l+—+—+—+...+—
2a 3& 4a na

Ou a appartient a [0;1[. On conclut comme ci-dessus.

En revanche, pour u définie par u, =1+%+%+%+....+£, I’approche ci-dessus ne
n

« fonctionne pas » ! Mais, on a encore lim u, =+oo ... Sauriez-vous le montrer ?

N—+o00
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