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IN°11 page 23|

a. Pour tout entier naturel n, ona: —1<sin(n)<1.

. . 1 .
On en tire alors, pour tout entier naturel n non nul : —=<sin(n)<
n

S|

. 1 1 o
Les suites [—j et (——j sont toutes deux convergentes de limite nulle.
n neN* n neN*

Le théoréme des gendarmes nous permet alors de conclure :

La suite (u, ) est convergente de limite nulle.

. n+cos(n cos(n
b. Pour tout entier naturel nnonnul,ona: v, = ( )=1+ ( )
n n

. . , . Cco
Comme précedemment, on montre facilement que I’ona: lim

N—+c0 n

: : cos(n
Onen déduitalors : limv, = lim {1+&} =1+0=1.
n

N—+o0 N—+o0

La suite (v, ) est convergente de limite égale a 1.
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IN°29 page 32|

1. Pour tout entier naturel n non nul, on considere la propriété . suivante :

2 2
R 13+23+...+n3:w »
Initialisation
n2(n+1)° 12(1+1)° 2?
Pour n=1,ona: 1®*+2°+..+n°*=1°=1, d’une part, et (4 ) = (4 ) =%=1,

d’autre part. Les deux expressions fournissent le méme résultat. On en déduit que la
propriété .4 est vraie.

Hérédité
Soit n un entier naturel non nul quelconque fixe.
2 2
. n“(n+1
On suppose . vraie. Onadonc : 1* +2° +...+n° =¥
Intéressons-nous alors a la somme 1° +2° +...+n° +(n +1)3.

Ona:

nz(n+1)2 (n+1)2
13+23+...+n3+(n+1)3=—+(n+1)3: x[n2+4(n+1)}
Y 4 4

nz(n+1)2

4
d'apres I'hypothése
de récurrence

- (nzl) ><(n2+4n+4)= (n;l) ><(n+2)2

(n+1)°[(n+1)+1]
4

Ainsi, la propriété ., est vraie.

n+1

Conclusion
La propriété . est vraie pour tout entier naturel n non nul.

n? (n+1)’
vYneN*1*+2°+..+n° :M
2 2 2
i n*(n+1) n(n+1) 2 )
Remarque : en notant que I’on a 2 = 5 = (1+ 2+..+ n) , 0N peut aussi
écrire :
vYneN* 1 +2°+.. . +n° =(1+2+...+n)2
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2. Pour tout entier naturel n non nul, on considére la propriété .&” suivante :

1 1 1 __n(n+3)

T
" «1><2><3+2><3><4+ +n><(n+1)><(n+2) 4(n+1)(n+2)

Initialisation
Pour n=1,0na: L + ! +..+ L = L =1,d’unepart,et
1x2x3 2x3x4 n><(n+1)><(n+2) 1x2x3 6
n(n+3)  1x(1+3)  1x% 1

- = =—, d’aut t. Lesd i
4(n+1)(n+2) 4(1+1)(1+2) \4\><2><3 6 autre part. Les deux expressions

fournissent le méme résultat. On en déduit que la propriété . est vraie.
Hérédite
Soit n un entier naturel non nul quelconque fixé.

On suppose . vraie. On a donc :

1 1 1 n(n+3)

1><2><3+2><3><4+m+ nx(n+1)><(n+2) 4(n+1)(n+2)

Intéressons-nous alors a la somme :

1 1 1 1
1x2x3+2x3x4+'"+n><(n+1)x(n+2)+(n+1)><(n+2)x(n+3)'

Ona:

1 1 1 1
1><2><3+2><3><4+m+ nx(n+1)><(n+2)+(n+1)><(n+2)><(n+3)

n(n+3)
4(n+1)(n+2)
d'apres I'hypothese
de récurrence

n(n+3) . 1

4(n+1)(n+2) (n+1)x(n+2)x(n+3)
! x[n(
4(n+1)(n+2)(n+3)
n(n+3)2 +4

~4(n+1)(n+2)(n+3)

n(n2 +6n+9)+4
- 4(n+1)(n+2)(n+3)

_ n®+6n°>+9n+4
4(n+1)(n+2)(n+3)

n+3)2 +4]
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En remplacant « n » par « n+1 » dans I’expression M on obtient :
4(n+1)(n+2)
(n+1)((n+1)+3)  (n+1)(n+4)  (n+1)’(n+4)

4((n+1)+1)((n+1)+2) 4(n+2)(n+3) 4(n+1)(n+2)(n+3)
Or: (n+1)2(n+4)=(n2+2n+1)(n+4)=n3+6n2+9n+4.

On en déduit ainsi :

1 1 1 1 (n+1)((n+1)+3)

1x2x3  2x3x4 " nx(n+1)x(n+2)+(n+1)x(n+2)x(n+3) 4((n+1)+1)((n+1)+2)

Ainsi, la propriété ., est vraie.

n+1

Conclusion
La propriété .7 est vraie pour tout entier naturel n non nul.

1 1 1 B n(n+3)

vne N*

1x2x3 2x3x4 nx(n+1)x(n+2) 4(n+1)(n+2)

IN°30 page 32|

Pour tout entier naturel n, on considére la propriété .&” suivante :

% :«lafonction f définiesur R par x+— x" est dérivable sur R et sa dérivée vérifie :
pour tout réel x, ona f '(x)=nx"".»

Initialisation
La fonction f, est définie sur R par f,: x> x° =1. Elle est dérivable sur R en tant que

fonction constante et pour tout x réel, ona: f;'(x)=0.

Par ailleurs, pour n=0, la fonction x = nx"" correspond, formellement, a la fonction nulle
du fait du coefficient « n ».
On déduit de ce qui précéde que la propriété . est vraie.

Hérédite
Soit n un entier naturel non nul quelconque fixe.
On suppose . vraie. On suppose donc que, pour cette valeur de n, la fonction f, : x> x"

est dérivable sur R de dérivée f ':x+—nx"".

Lycée Fénelon Sainte-Marie 4/43 M. Lichtenberg
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On s’intéresse maintenant a la fonction f,_, x> x"*.

Pour tout x réel, on a immédiatement : f_, (x)=x""=xf, (x).

Ainsi, la fonction f,,; peut-elle étre consideree comme le produit, défini sur R, de la
fonction identité et de la fonction f,, toutes deux dérivables sur R . Il en résulte que la

fonction f . est également dérivable sur R . Pour tout x réel, on a alors :

n+1

fra' () =1x f,(x)+xx £ (x)  =x"+xxnx"* =(n+1)x" = (n+1)x"*
_nxnfl

d'apres I'hypothése
de récurrence

Ainsi, la propriéte .&, est vraie.

n+l

Conclusion
La propriété . est vraie pour tout entier naturel n.

Pour tout entier naturel n, la fonction f définie sur R par x+ x"
est derivable sur R et sa dérivée verifie :
pour tout réel x, ona f,'(x)=nx"".

IN°33 page 32|

Pour tout entier naturel n>2, on considere la propriété .& suivante :
Z < U421434+ .+ (n-1)I<n! »

Initialisation
Pour n=2, ona 11+21+3!+..+(n-1)!=1!=1, d’une part, et n!=2!=2, d’autre part.

Comme 1< 2, on en conclut immédiatement que la propriété . est vraie.

Hérédité
Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2 quelconque fixé.
On suppose . vraie. On suppose donc que, pour cette valeur de n,on a:

1142143+ (n-1)!<n!
On s’intéresse maintenant a la somme 1!+2!+3!+...+(n—1)!+ nt.

Ona:

114214+ 31+...+(n-1)1+n!<nknl=2xn!

<n!
d'aprés I'hypothese
de récurrence

Lycée Fénelon Sainte-Marie 5/43 M. Lichtenberg
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On a, par ailleurs : (n+1)!-2n!=(n+1)xn!-2n!= n!x[(n+1)—2}=(n—1)x n!.
Comme n>2, il vient n—-1>1>0 et donc (n—1)><n!>0.
Ainsi : (n+1)!-2n!>0 et, finalement : 11+ 21+3!+...+(n—-1)!+nl< (n+1)!.

Ainsi, la propriéte .&, est vraie.

n+l

Conclusion
La propriété .7 est vraie pour tout entier naturel n>2.

Pour tout entier naturel n>2,0ona:

1!+2!+3!+...+(n—1)!£ n!

IN°35 page 32|

1. Onafacilement:
vV, =0 (dans I’énonce)
V, =V, +2x0+1=0+1=1
V, =V, +2x1+1=1+3=4
V, =V, +2x2+1=4+5=9
V, =V, +2x3+1=9+7=16

0, 1, 4,9 et 16 sont les carrés des cing premiers entiers naturels ... On peut conjecturer :
vneN,v, =n*.

2. Pour tout entier naturel n, on considere, d’apres la question precédente, la proprieté .7
suivante :

. 2
ﬂf.«vn—n »

Initialisation
D’aprés la question précédente, . (ce qui suffit pour initialiser le raisonnement), .5,

%, .Z4 et .7 sontvraies.

Hérédité
Soit n un entier naturel quelconque fixé.
On suppose que la propriété .& est vraie. C'est-a-dire : v. =n?.

Par définition de la suite (v,),ona: v, =v, +2n+1 d’o0, en tenant compte de
I’hypothése de récurrence : v,,, =v, +2n+1=n’+2n+1=(n +1)2 :

Lycée Fénelon Sainte-Marie 6/43 M. Lichtenberg
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Ainsi, la propriété .7

n+l-*

Conclusion
La propriété . est vraie pour tout entier naturel n.

Finalement :

vneN,v, =n?

IN°38 page 33

Pour tout entier naturel n, on considére la propriéte .&” suivante :

B u, =4x3"-1 »

n
Initialisation

Pour n=0,0na u, =u,=3,dune part, et 4x3"-1=4x3°-1=4-1=3, d’autre part. De
I’égalité on conclut immédiatement que la propriété . est vraie.

Hérédité
Soit n un entier naturel quelconque fixe.
On suppose . vraie. On suppose donc que, pour cette valeur den,ona: u, =4x3"-1.

On s’intéresse maintenanta u,,, .

Par définition de la suite (u,),ona: u,, =3u, +2. D’ol, en tenant compte de I’hypothése de
récurrence :

Upyy =3Un +2=3(4X3” _1)+2=3X4><3n _3+2:4X3n+1_1

Ainsi, la propriéte .&, est vraie.

n+l

Conclusion
La propriété . est vraie pour tout entier naturel n.

Pour tout entier naturel n,ona: u, =4x3"-1.

Lycée Fénelon Sainte-Marie 7143 M. Lichtenberg
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IN°47 page 34

a. Comme xeR_,ona 2x+1eR’ etdonc, en tenant compte également de >0 :

<e<:>3<e(2x+1)<—>3<2ex+e<:>3—e<2ex<:>ﬁ<x
2X+1 2e

e Si 3-e<0,c'est-a-dire e >3 alors I’ensemble des solutions de I’inéquation

<eestR,.
2x+1

e Si3-e>0,c'est-a-dire e e ]0 ; 3] (n’oublions pas que le réel e est strictement

positif) alors I’ensemble des solutions de I’inéquation
3-¢e
—+0
2e

b. a.Ona:u,<e<

< e est I'intervalle
2X+1

<e.
2n+1

D’aprés la question précédente, il vient (on résout en fait I’inéquation dans N cette
fois-ci) :
e Si 3-e<0, cest-a-dire e >3 alors I’ensemble des solutions de I’inéquation

<eest N,

2n+1
e Si3-e>0, clest-a-dire ee ]0 ; 3] alors I’ensemble des solutions de I’inéquation

< e est I’ensemble des nombres entiers naturels appartenant a I’intervalle

{ 3_ +l;+oo{ ou E(32 j désigne la partie entiere du réel %
e e

(3—] +1 est donc le plus petit entier naturel solution de I’inéquation

<e).
2n+1

Ainsi, pour toute valeur de e dans R’ , il existe unrang Ntel que n>N =u, <e (N=0
3-e

sie>3etN= E(
2e

j+1 si ee]0;3]).

b. Pour tout entier naturel n, on a u, > 0. D’aprés la question précédente, pour tout réel
strictement positif e, il existeunrang Ntelque: n>N =u, <e,d’ou u, € ]—e X e[.

Par définition, on en conclut alors que la suite (un) converge vers 0.

Lycée Fénelon Sainte-Marie 8/43 M. Lichtenberg
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IN°48 page 34
u, _2 (n>0)
n
a. Ona, u, = f(n) oufestlafonction définie sur R’ par: x> f(x)= 2.

X
La fonction inverse étant strictement décroissante sur I’intervalle R, il en va de méme
pour la suite (u, ).

b. On conjecture, par exemple a I’aide de la calculatrice ou en utilisant lim —=0, que I’on

n—>+o N

a: limu,=0.

n—+oo

c. On cherche unrang p tel que : n> p=u, € |-10";10°[ ,

Les termes de la suite étant strictement positifs,ona: u e ]—10’4 ;10’4[ <u, <10,
Il vient alors :

= @%>104 & n>2x10° =20 000

u <10™ 20t el
n

On peut donc choisir p =20001

d. On généralise la démarche de la question précédente en remplagant 10 par un réel e
strictement positif :

un<e<:>g<e<:>ﬂ>1<:>n>g<:>n2E(gj+1
n 2 e e e

Pour tout réel strictement positif e, on pose N = E(EJH etona: n>2N=u, <e.
e

On en déduit que la suite (u, ) est convergente de limite nulle.

1
u =
" 1+4n
: . 1
a. Ona, u,=f(n) oufestlafonction définiesur R, par: x+— f(x)= .
(n) P O

La fonction racine carrée est strictement croissante sur R, . Il en va donc de méme de la

fonction x > 1++/x . La fonction inverse est strictement décroissante sur R’, . La fonction
f, composée de ces deux fonctions, est donc elle-méme strictement décroissante.

Lycée Fénelon Sainte-Marie 9/43 M. Lichtenberg
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Il en va de méme pour la suite (u, ).

b. On conjecture, par exemple a I’aide de la calculatrice ou en utilisant lim (1+ \/ﬁ) =

n—+o0

quel’ona: limu,=0.

n—+o00

c. On cherche unrang p tel que : n> p=u, € |-10"*;107[ ,

Les termes de la suite étant strictement positifs, ona: u, e ]—10‘4 ;10‘4[ <u, <107,
Il vient alors :

~1<+/n

u <10" <

+\/_
Les deux membres de la derniére inégalité étant positifs, on a :

~1<Vn o (10 1) <n
On peut donc choisir p = (10" —1)2 +1=99980002.

d. Ici encore, on généralise la démarche de la question précédente en remplacant 10~ par un
réel e strictement positif :

u,<e< <es— <1+\/_<:>——1<\/_

+\/_

En toute rigueur, on doit distinguer deux cas :

. 1 S | (e
e Sie>1lalors =—1<0 et I'inégalité =—1<+/n est vérifiée pour toute valeur de n.
e e

2
e Sie<l alors l—120 etona: l—l«/ﬁ@(l—lj <n. On peut alors
e e e

2
considérer N = E(El—lj ]+1.
e

Dans tous les cas, on peut trouver une valeur N telleque : n>N=u, <e.
On en déduit que la suite (u, ) est convergente de limite nulle.

IN°54 page 34

Nous allons établir le résultat en utilisant la définition. 1l convient donc de montrer que pour
tout réel A, il existe un rang N a partir duquel ona u, <A.

Soit donc A un réel.

Ona: -2n’+3<A<2n’>3-A<n? >3_A

Lycée Fénelon Sainte-Marie 10/43 M. Lichtenberg
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On distingue donc deux situations :
e Si A>3 alors =—

<0 et I'inégalité n® > est vérifiée pour tout entier naturel

n. Il suffit alors de choisir N =0 par exemple.

3-A 3-A
<n> .

>0 etona: n®>

e Sj A<3alors

2 2
) . /3—A
Il suffit alors de considérer : N = E[ 5 }rl.

Dans tous les cas, pour un A réel quelconque fixé, on peut trouver une valeur N telle que :
n=N=u, <A.

On en déduit que la suite (u, ) tend vers —o.

IN°57 page 34

a. Ona:
nILrPOOn =+ produit .
) = lim nv/n = +o0
lim v/n = +oo N0
N—+o0
limu, =+
nN—+oo

b. Comme lim n® = lim n? = 400, nous avons affaire & une forme indéterminée du type

N—-+o0 Nn—+o0
« 00O —00 »,
Pour tout entier naturel n, ona: n°-n*=n*(n-1).
Onaalors:

nlLer N=~+%1 Gmme .
= lim (n—l) = +00 | produit

lim (-1)=-1 N = lim n’(n-1) = +o0
lim n® = +o0
limv, =+
Lycée Fénelon Sainte-Marie 11/43 M. Lichtenberg
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IN°58 page 34
1. Ona:
lim3=3
lim n=+w produit rapport
nTH—OO = lim 2n = +o0| somme . = lim =0
nlLrpw2=2 N> = lim (2n+1) =+ e 2n+1
liml=1
limu,=0
2. On a, en procédant de facon similaire :
lim5=5
nlew(—Z) =-2 somme -2
. rapport ) = lim|5+——|=5
lim n=+90 | smme = lim——=0 =+ n+1
i = lim (n+1) = +o0 e n+l
liml=1 N>+
limv, =5
IN°64 page 34

1. Pour tout entier naturel n non nul :

| T oy i M )

n 2 - - 1
2n +1 n2(2+12j 2_|_F
n

1 1 o
Comme lim == lim — =0, il vient (somme) :
n—>+o N

n—>+o N
lim (1+1)=1, lim (E—lj:—l et lim (2+i2)=2
n—>+w0 n n—+o\ N n—+w0 n

Lycée Fénelon Sainte-Marie 12/43 M. Lichtenberg
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o
1+=| —-1
Et enfin : Iim( n/AN :1X(_1):—£.

n—>+o0 2. iz 2 2
n

N—-+w

. 1
limu =-=
2

2. On procede de fagon similaire. Pour tout entier naturel n non nul :
(o)
nj\ 2n n 2n n) 2 n n
1 1 o
Comme lim == lim = =0, il vient (somme) :

2
lim (1—%)= lim (1+£j=1
n—+0 n n—+ow n

N>+ ] N—>+o )
Et enfin (produit) : lim 1(1-%)(1&) L
n—+oo 2 n n 2

IN°74 page 36|

. . -1 1
1. Comme, pour tout entier naturel n,ona: -1< (—1)n <1,ilvient: —<u, <—.
n+1 n+1
1

) ) -1 .
Comme Ilm(n+1):+oo,ona: lim = lim =0.
n—+oo n—-+ N +1 n—+o +]_

Le théeoréme des gendarmes nous permet alors de conclure que la suite (un) est

convergente et que I'ona: limu, =0.

nN—+o0

(u,) estconvergente et limu, =0.

n—+oo

2. On procede de facon similaire a ce qui vient d’étre fait.
. Lo -1 1
Comme, pour tout entier naturel n,ona: —1< cos(n) <1,ilvient: —<v <—.
n n

] .1
Comme limn®=+w,0na: lim—==0.

n—+o0 N—+oo n2

Lycée Fénelon Sainte-Marie 13/43 M. Lichtenberg
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Le théoréme des gendarmes nous permet alors de conclure que la suite (v, ) est

convergente et que I’'ona: limv, =0.
N— -+

(v,) estconvergente et lim v, =0.
n nN—+0 n

IN°77 page 36|

1. A lacalculatrice, on obtient :

U, =1,996 357
Uy =1,999 952

Il semble que la suite (u,) converge vers 2.

2. Pour tout n entier naturel, ona: -1<sinn<1.
On en déduit : —-3<-3sinn<3 puis: 2n*-3<2n* -3sinn < 2n® +3 et, enfin :

2n2—3<2n2—33inn<2n2+3
nf+1  n*+1

n+1

2 2
C'est-a-dire : an 3 <u, < 2n2 +3.
n“+1 n“+1

Le résultat est ainsi établi.
2n? -3 2n? +3
VnEN,z—SUngz—
n°-+1 n°-+1

Pour tout entier naturel n non nul, on a:
3 3 2 3 3

n*l2—-= _ 242 3

2n’-3 ( nzj 2 n2 et2n2+3_ [ +n2j_2+n2

2 - 1 2 - - 1

"+l n2(1+12j 1+ " +l n2(1+12j 1+~

n n n n

Comme lim izz lim %:O, il vient (somme) :

n—+wo N n—+wo N
lim (2—%) = lim (2+%) =2 et lim (1+i2j =1
n—+0 n n—-+oo n n—-+oo n
14/43 M. Lichtenberg
2014-2015
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On en déduit finalement (rapport) :

2-3 243
2_ ) 2 7
lim 20 =3 _jim — 0" _2_p et jim 23 i 0" 2
n>+o N° 41 n—>+w0 1+ 1 n>+o N° +1 |"I—>+001 1
n? n?

Le théoreme des gendarmes nous permet alors de conclure que la suite (un) est
convergente de limite égale a 2.

limu, =2

N—-+o0

3. a. Alaquestion 2, nous avons obtenu, pour tout entier naturel n :
2 2
2n° -3 < 2n°+3

<u, <
n+1 " n*+1
e 2-3 2n° +3
On en deéduit immédiatement : ———-2<u, -2<——--2.
n“+1 n“+1

2n2—3—2(n2+1) 2n2+3—2(n2+1)

Soit : > <u,-2< >
n°+1 n“+1
Soit encore : 2_5 <u,-2< 21 :
n“+1 n“+1
On a bien :
VneN,Z_—SSun—ZS 21
n°+1 n°+1

1
n+1

b. Comme: VneN, < > 1 I’inégalité obtenue a la question précédente entraine :

n2

VneN,;—Ssun—Zs -
n°+1 n°+1

Soit : VneN,|un—2|£

n®+1

Ainsi, si, a partir d’un certain rang N, on a I’inégalité : <107 alors, on aura

n%+1

également I’inégalité |un - 2| <107, En d’autres termes, la distance entre u_ et 2 sera
inférieure 2 1072,
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Ona:

n+1

<10 <= >10° < n?+1>5000 < n? >4999 < n> /4999

n®+1

Or: /4999 =70,7. Ainsi, pour n>71, on aura <107 etdonc |u, -2/ <107,

n®+1

A partir du rang N =71, on est certain que la distance entre u, et 2 est inférieure a 10°°.

2n? —3sinn_ 2(n® +1)-2-3sinn _,_2+3sinn

n%+1 n®+1 n®+1

c.Onau, =
. . e s i 2
Si 2+3sinn <0, c'est-a-dire sinn < -3 alors on aura u, > 2.

En I’occurrence sin74 =—-0,985 < —% et u,, =2,000174.

Pour tout entier n>71, on n’a pas nécessairement u, < 2.

IN°82 page 37|

1. L’objectif de cette question est d’établir la croissance de la suite u.
On a immédiatement :

vneN,u,,,=u?+3u, +1

' P+l

< vneNu,,, —u, =u?+3u +1-u,

1 ¥+l

& VneN U, —U, =u’+2u +1

! ¥ n+l
2
< vneNu,, —u, =(u,+1)
2 - 7 ST .
Commeona: VneN, (u,+1)" >0, larelation de récurrence définissant la suite u
entraine donc sa croissance et ce, quelle que soit la valeur de u,. Il n’est donc pas utile de
montrer que I’on a u, >0 pour tout entier naturel n (une récurrence simple permet

d’établir ce résultat) qui s’avere une conséquence immédiate de cette croissance et du fait
que u, est égal a 0.

La suite u est croissante.

2. On suppose que la suite u est majorée.
Dés lors, étant croissante et majorée, la suite u est convergente. Notons L sa limite.
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A la question précedente, on a montré que I’on avait : Vne N, u

n+l = “n

Or: limu, =L = lim (Upo—U,)=L-L=0 et lim (u,+1)" =(L+1)".

N—+o0 n—-+o0

u, = (u, +1)°

Comme ¥neN,u,, -u, =(u, +1)° = lim (u,, —u,) = lim (u, +1)*, il vient donc
n—+o00

' Hn+l
n—-+o00

0=(L +1)2 soit, finalement: L=-1.

Si la suite u est majorée alors on a nécessairement : limu, =-1.

n—+0o

3. Le resultat précedent est absurde puisque I’on a, d’apres la question 1 : Yne N,u, >0. Il

en résulte alors que la limite L de la suite u est nécessairement positive. Ainsi, la limite L
ne peut étre égale a —1.

Aboutissant a une contradiction, on en tire que la suite u n’est pas majorée.

Etant croissante, elle tend donc vers +o.

limu, =+

n—+oo

4. a. Nous proposons I’algorithme suivant, écrit en langage pseudo-naturel :

Variable : N entier
U réel
A réel

Début :
N&<O
Uu<o
Lire A
TantQue U< A
Faire N & N+1

U<€ UP+3U+1
FinTantQue
Afficher N
Fin
b. Pour A=1000, on obtient: N=4.
Pour vérifier : u, =41 et u, =1805
Pour A =10°, on obtient: N=5.
Pour vérifier : u, =1805 et u, =3263441
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Sur ma CASIO, j’ai écrit le programme suivant :

E

?7>A4d

0->N¢

0->Ué«

While U<A¢

N+1->Ne

U2 +3xU+1->U«¢

IR0 OIRONI[SE ARCH] MENU JIFXEXN| CHAR

82P37

El

82P37
0->U«
While U<A¢
N+1->Ne

U2 +3xU+1->Ue¢
WhileEnd<¢

N4
COHMANDJCONTROLL JUMP |2 | 4 [II=

IN°84 page 37|

1. Comme%e]—1;+1[,onaimmédiatement: lim (gj =0.

nN—+oo

n—+w

Il vient alors (différence) : lim {1—(%) :|:1_0 =1 puis (rapport) :

lim _2_5.
1

n—>+m1_(2j
3

Enfin (différence) : limu, = lim | 1- 2 —[=1-2=-1.
H[3)
3
limu, =-1
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2. Comme 6 et 7 sont deux réels strictement supérieurs a 1, on a immédiatement :

lim6" = lim 7" =400

N—+o0 N—+oo

Pour (v, ), nous avons donc affaire & une forme indéterminée du type « oo —oo ».

Comme 7>6,0na: VneN, 7" >6". Onva donc factoriser par 7" :
vneN,v, =6"-7"=7" 6__1 =7" (Qj -1
7" 7

Comme 0<6<7, il vient ge]—1;+1[ et donc lim (gj =0.

On en déduit (somme) : lim [(g) —1} = -1 puis (produit) : lim 7" [(

7)“_1]:_00.

limv, =—o
IN°89 page 37|
1. On a, pour tout entier naturel n non nul :
vt 1, 1
~10 10° 10° 10"
1(, 1 Ly 1 Lo
=—2(1+—+...+ nlj:—x—lo
10 10 10 100 1_i
10
1 1
__ 10" _T 10
100-1%0 90

10

:ix 1_i
90 10"

n+l
vneN*, izix(l_ij
~10¢ 90 10"
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2. Pour tout entier naturel n non nul,on a:

n+1
v,=1277..7=12+0,07+0,007 +...+0,00..0 7 =1,2+7><Zik
— (] k:210

n fois le n fois le
chiffre"7" chiffre"0"

En tenant compte de la question 1, il vient alors :
n+l
A =1,2+7xzik=1,2+7xix(l—ij =1,2+l><(1—ij
=10 90 10" 90 10"

Comme

! (L et comme ie]—1;+]{,ilvient: Iimizo.
10" 10 10 n—+010"

1 =1-0=1 puis lim lx 1- L)L et enfin :
0" n>+o| 90 10" 90

. . 7 1 7 12 7 108+7 115 23
limv, =1lim|1,2+—x|1- =12+ —=—+—= = TTa
N 1 oo 90 10" 90 10 90 90 9 18

On en déduit alors ; lim (1—1

n—>+o0

. . . 2
La limite de la suite v est le nombre rationnel r = 1—3 .

IN°95 page 40

Partie A — Question de cours

Soit A un réel.

Comme la suite (u,) tend vers +oo, il existe unrang N tel que : n>N = u, > A.
Mais comme, pour tout entier naturel n, v, >u_, il vient: n>N =v, > A.

On en déduit ainsi : lim v, =+o0.

n—+o00

Le résultat est établi.

Partie B
1. Ona:
U lu0+0—2=l><1—2_ 2
3 3 3
RIS - I B
3 3 3 9 9
1 1 ( 14] 14
Uy==U,+2-2==X| —— |=|-=—
3 3 9 27
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2. a. Pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 4, on considére la propriéte .&” suivante :

& t«u, 20 »
Initialisation

Pour n=4,o0na: u4=1u3+3—2=1x 14 +1=
3 3 27

—E+1=6—7>0.
81 81

La propriété .7 est donc vraie.
Hérédité

Soit n un entier naturel quelconque fixé supérieur ou égal a 4.
On suppose . vraie c'est-a-dire u, >0
Comme n>4 alorsona: n—-2>2>0.

1
Comme u, >0 alorsona: §un >0.

> 0. Lapropriété ., est donc vraie.

n+1 n+l

S 1 <
On en déduit alors gun +n-2>0 c'est-a-dire u

Conclusion

Pour tout entier n supérieur ou égal a 4, u, >0.

vneN,n>24=u, =0

. 1 1
b. Pour tout entier n>5,0na: u, =3l +(n-1)-2 =3l +n-3.
Mais n>5<«< n-1>4. D’apres le résultat de la question précédente, onadonc: u,, >0.
1 .1 <
D’ou —u, , >0 puis =u, , +n—-3>n-3 c'est-a-dire u, >n-3.
3 3

Finalement :

VneN,n25=u,>2n-3

c.Ona VvneN,n>5=u,>n-3.Comme lim(n—3)=+o, le théoréme de

nN—+00

comparaison nous permet alors de conclure immédiatement :

limu, =+

n—+oo
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3. a. Pour tout entier naturel n, on a :

V= —2U,,, +3(n +1)—%= —2(%un - n—2)+3(n +1)—%
:—Eun —2n+4+3n+3—£:—3un +n—Z:l —-2U, +3n—£
3 2 3 2 3 2
1
:_VI"I
3

La suite (v, ) est donc une suite géométrique de raison %

Par ailleurs : v, = -2u, +3x0—£= —z_éz_é_
2 2 2

La suite (vn) est la suite géométrique de premier terme v, = —% et de raison %

b. D’apreés le résultat précédent,ona: Vne N, v, = —%x(%] .

Comme : VneN,v, =-2u, +3n—%, ona: VvneN,2u,=-v, +3n—%, soit

vneN,u, =%(—vn +3n—%). Il vient alors :

VneN,unzl(—vn+3n—£j=l - —Ex(lj +3n—£ :éx(lj +§n—§
2 2 2 2 3 2 4 \3 2 4

VneN,unzﬁx l +§n—E
4 3 2 4

c.Ona: limn=4cw d’ou lim En:+oo et lim (gn—%jzwo

n—+o n—+o0 2 N+ | 2

Par ailleurs, comme%e]—1;+1[,ona: lim (%) =0 etdonc: lim %x(%) =0

Nn—>-+o0 2

On en deduit alors (somme) : lim {%x[%) +§n—%J = +00 SOIt :

limu, =+

n—+0wo
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On a ainsi retrouvé la limite de la suite (u, ) obtenue a la question 2.c.

4. Rappelons que I’on a (question 3.b.) : Vne N, u, :%x(%j +§n —%.

On en tire, pour tout entier naturel n :

S, =U,+U +U, +...+U,

n (25 (1Jk 3 21
~l4\3) 2 4

On a immédiatement :

ﬂé}”@ml@mz{l@“}

k=0

Or: > k= 5 etznllzn+1.Ainsi:

k=0
25 3¢ s
S k- 1
e ( j )
n+1
=§X§[1 (1 :|+§Xm_é(n+l)

3 2 2 4

4 4

JM L 3n(n+1) 21(n+1)
ROl

Sn-7)(ne)
4
n+1 n+l
Comme—e] 1: +1[ ona: lim 1 =0.D’ou IimE 1- 1 :Ex(l—o):E
3 3 8 8

n—+o N+ §

Par ailleurs : lim (n+1) = lim (n—7) =+ d’ot lim E(n—7)(n+1):

nN—+w nN—+0 [ 4
] ] ) 75 1 n+1 3
Ainsi, on a finalement (somme) : lim n 1- 3 +Z(n—7)(n+1) =40,
lim S, =+0
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IN°96 page 40

1. a. On obtient facilement :

25

05 74%‘71
)

4 05 o/ 05 1 15 u3 2 Uy 25U 3 35 4 45 5U) 55 6

0.5

b. D’apreés le graphique obtenu précédemment, on peut conjecturer que la suite (un) est

décroissante et converge vers 1 (abscisse et ordonnée du point d’intersection de la courbe
représentative de la fonction f et de la 1°° bissectrice).

2. a. Pour tout entier naturel n, on considére la propriété . @« u, =21 ».
Initialisation.
Ona u, =521 donc la propriété . est vraie.
Hérédité.

Soit n un entier naturel quelconque fixe.

On suppose . vraie, c'est-a-dire u, >1, et on veut montrer u,, >1.

n+l

- 4u -1-(u . +2) 3(u -1
Ona: un+1_1:f(un)_1:4un 1_1: n (u, ): (U, )
u,+ 2 u, + 2 u, + 2
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3(u, -1)

u +2

n

Comme u, >1, il vient immédiatement u, +2 >0 et donc >1, C'est-a-dire

u. =>1.

n+l =

La propriété ., est donc vraie.

n+1
Conclusion.

Initialisée pour n=0 et héréditaire, la propriété . est vraie pour tout n entier naturel :

vneN,u, 21
b. Pour tout entier naturel n, ona:
4u -1 —w2+2u, -1 ui-2u +1  (u,-1)
un+1_un=f(un)_un: . —-u, = n n =__n n =_( n )
Uy +2 Uy +2 Uy +2 U, +2

2o 2 - - -
On a évidemment (u, —1)" > 0. Par ailleurs, comme ona Vne N, u, >1, il vient

u —1)°
vneN,u,+2>3>0.0n en deduit : VneN,—%sO.
u, +

Ainsi, la suite (u, ) est décroissante.

La suite (u, ) est décroissante.

c. Lasuite (un) étant décroissante et minorée (par 1), elle est convergente.

Notons L sa limite.
_4u -1
u,+2

Pour tout n entier naturel, ona: u,,, = f (u,)

On a immédiatement : limu, , = limu, =L.

n—+w n—+w
Par ailleurs gréce aux résultats sur les limites et opérations, il vient :
_4u -1 4L-1
lim =
ooy +2 0 L+2

_ L-1)’
D’ou : ab-l_ L. D’ou, en utilisant le calcul de la question ci-dessus : —( ) =0.
L+2 L+2
On en tire immédiatement : L=1.
La suite (u,) est convergente de limite égale a 1.
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3. a. Pour tout entier naturel n, on a :

Vv = 1 1 1 1 u+2 1
" u, -1 u-1 3(u,-1) u,-1 3(u,-1) u,-1
u,+2

u,+2 1 u,+2 3 u, -1

“3(u,-1) u, -1 3(u,-1) 3(u,-1) 3(u,-1)

w|F

La suite (v, ) est une suite arithmétique de raison %

b. Comme v, = ! =i:£,iIvientimmédiatement:VneN,vnernxl:Lrﬂ.
u-1 5-1 4 4 3 4 3
A partirde v, = 1 on obtient facilement u,, :i+1. D’ou :
U, — Vi
VneNu =441t 4oL 4 12 ., 4n+iS
v, i.n 4n+3 4n+3 4n+3
3 12
VneN,vn=E+ﬂetun=4n+15
4 3 4n+3

c. Plutdt qu’utiliser I’expression de u, en fonction de n (nous vous laissons le soin de

, . R . . 1
développer cette approche), nous allons travailler a partir de la relation u, = —+1.

n

Commeona VneN,v, :%+g, il vient immédiatement : lim v, =+ . D’ou lim i=O

n—>+o0 N—-+0 \f
n

puis lim [—4‘1] =1, c'est-a-dire lim u, =1. Onaainsi retrouve le résultat de la question

n—+oo| \/ N—>+o0
n

2.C.

La suite (u,) est convergente de limite égale a 1.
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IN°98 page 41]

Partie A

1. P estfaussecarpour n=1,0na: 4" =4'=4 mais 4n+1=4x1+1=5>4.
P, est fausse car pour n=2,0na 4" =4’ =16 mais 4n+1=4x2+1=9<16.
P, est vraie car I'inégalité 4" <4n+1 est vérifiée pour n=1.
P, est fausse car I’inégalité 4" <4n+1 est vérifiee pour n=0 (1<1)et n=1.

2. Lanégation de « Pour tout entier n, 4" > 4n+1 » est « il existe un entier n tel que
4" <4n+1 ». Il s’agit donc de la proposition P,.

Partie B
1 a 4(p+1)+1-4(4p+1)=4p+ % +1-16p>4 =-12p+1

b. Pour tout entier p>1,0na: -12p<-12 d’ou -12p+1<-11<0.
En reprenant le résultat de la question a. on a donc :

4(p+1)+1-4(4p+1)=—12p+1<0

D’ol: 4(p+1)+1<4(4p+1). Le résultat est ainsi établi.

2. En testant quelques valeurs faibles de n (ou en réfléchissant a la croissance de 4" et a
cellede 4n+1 ... ©), on peut conjecturer que I’inégalité est vérifiée pour n> 2.
Démontrons cette conjecture par récurrence.

On considére donc, pour tout n entier supérieur ou égal a 2, la propriété :

i« 4" >4n+1 »

n
Initialisation

Pour n=2,0na: 4"=4°=16 et 4n+1=4x2+1=9.0na 16>9.
La propriété .4 est donc vraie.
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Hérédité
Soit n un entier naturel quelconque fixé supérieur ou égal a 2.

On suppose .& vraie C'est-a-dire 4" >4n+1.
Ons’intéresse a .7

n+l*

On va donc comparer 4" et 4(n+1)+1.

Comme 4" > 4n+1 (hypothese de récurrence), ona: 4x4" > 4><(4n +1) , C'est-a-dire

4" > 4x(4n+1).
Comme n est supérieur ou égal & 2, on peut utiliser le résultat de la question 1.b : on a
donc 4x(4n+1)>4x(n+1)+1.

Finalement : 4" > 4x(4n+1)>4x(n+1)+1.
La propriété ., est donc vraie.

n+l

Conclusion

La propriété . est vraie pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2.

vheN,n>2=4">4n+1

IN°103 page 42

Partie A

1. Une suite (un) n’est pas majorée si, pour tout réel M, on peut trouver un rang N (ce rang
dépend donc A PRIORI du réel M), tel que u, > M .

2. a. Lasuite étant croissante, ona: nx=n, < u, >u, .
Comme u, >M , on en déduit inmédiatement u, >M .
Ainsi, pour tout n>n,,ona u, >M .

b. D’aprés ce qui précede, nous pouvons affirmer que pour tout réel M, il existe un certain
rang n, tel que a partir de ce rang tous les termes de la suite sont dans I’intervalle

IM; +oo[ . Ainsi,ona: lim u, = +o.

n—+o00

3. On vient d’établir le résultat fondamental :

Pour toute suite (u,) croissante et non majorée, ona: lim u, =-+wo.

N—+o0
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Partie B

1. Récurrence immediate (pour I’hérédité, si on suppose u, >1,ona u, >0 etdonc —>0.
u

n

On en déduit u,, +i >1, c'est-a-dire u
u

n

>1, afortiori u,,, >1).

n+l

vneN,u, 21

2. A laquestion précédente, on a établi : VneN,u, >1.Onadonc: VneN,u, >0.

u:i>0
u

n+l~ Yn

On en déduit immédiatement : Vne N, u

n

La suite (u,) est strictement croissante.

3. a. Lasuite (u,) étant croissante et majorée, elle converge.

La suite (u,) converge.

: 1
b. On a, pour tout entier natureln: u,, =u, +—.
u

n

. . . . . 1 .
La suite (u,) étant convergente, il en va de méme pour les suites (u,,,) et [un +—j etil
u

n

n—+0w0 nN—+ow

vient, d’apreés I’égalité ci-dessus : limu,,, = lim [un +—], c'est-a-dire :
u

n

limu, = limu, +—
n—-+% n—>+0 limu
nN—+w n

La limite de la suite (u,) est bien solution de I’équation x = x+1.
X

o . . . . 1
La limite de la suite (u,) est solution de I’équation x =x+=.
X

4. Ona x= x+1 = 1 =0 qui n’admet pas de solution. L’hypothése « (un) majorée »
X X

conduit donc a une contradiction. On en déduit que la suite (un) n’est pas majorée.

Lycée Fénelon Sainte-Marie 29/43 M. Lichtenberg
Classe de Terminale S 2014-2015



Suites
Corrigés d’exercices / Version du 20/07/2014

Comme la suite (un) est croissante, on en déduit (cf. la partie A) qu’elle tend vers +oo.

limu, =+

N—+co

IN°104 page 43

1. Pour tout entier naturel n, on a :

1 2 2 2 2
Viir =Uniz —Upn = §Un+1 +§un —Ug = _Eunﬂ +ou, = _E(uml _un): _Evn

On en déduit immédiatement que la suite (vn) est une suite géométrique de raison 3

Par ailleurs,ona: v, =u,—u, =1-0=1.

Finalement :

La suite (v,) est une suite géométrique de raison 3 et de premier terme v, =1.

2. Pour tout entier naturel n, on a :

2 1 2 2
Wi = U +§un+1 = gun+1 +§un +§un+1 =Upy +Z U, =W,
On en déduit que la suite (w,) est constante.
La suite (w,) est constante.
3. Ona:w, :ulJrEu0 =1+E><O=l.
3 3
Finalement :
VneN,w =1.
4. D’apres la premiére question,ona: VneN,v, = (—%) .
. 2
Onaaussi:v,=u,,—u etw =1=u_, +§un.
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On en déduit :

2Y' 2 2\ 2 2" 5
U, =U,+v,=u + ——| etl=u +—=uU =U +—=| +=U,=|—-=| +=U,
3 3 3 3 3 3

Finalement : u, :§—§(—zj :
5 5 3

Comme —%e]—l; +1[,ona: lim [—gj =0 etonen tire enfin : lim u, :%—gxozg.

La suite (u,) converge et admet pour limite g

IN°109 page 43

n k

1. Onpose & :« k—s— ».
nt k!

Initialisation.

n k

Pour n=k,ona YR et I’inégalité (qui, dans ce cas, est une égalité) est trivialement
n! !

vérifiée.
Hérédité.

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a k fixé. On suppose . vraie.

n k
Onadonc: —<—.
nl k!
Onan+1>n2k.Donc:L<lsletdonc:L<5§5=1.D’00:L<1
n+l n k n+l n Kk n+1
. n kn ' oo n+l kn
Il vient alors : x — < 1x—, c'est-a-dire <—.
n+l n! n! (n+1)! n!
n k n+1 kk
Comme — <—, on en déduit finalement : <—.
nl k! (n+1)! k!

La proposition ., est donc vraie.

n+1

Conclusion.

n k
VneN,nzk:k—gk—
n! Kkl
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2. A laquestion précédente, on a établi que pour tout entier naturel n supérieur ou égal a k,
k" k" 1_1 K
onavait: —<—.Soit: —<—x—.
nl k! nto k" k!

Pour tout réel x positif et tout entier naturel n,ona: x" >0.

X" X" kK x) k"

Doll: —<—x—=|— | x—.

nl k" k! \k k!

. . oo xX (x) KE
Pour tout entier naturel n supérieur ou égal a k : —'s (Ej xF.
n! !

n
—j =0 puis, I’entier k étant fixé :

n n k
X X kK . . . A L
Comme 0< — < (KJ XF , il vient enfin, gréce au théoreme des gendarmes :
n! !

X"
lim—=0

n—>+o Nl

n

vxeR, lim X—=O

n—+o nl

IN°110 page 44

1. On afacilement:
1!
w-3-1-
b =22 H
22 2

4
L6 [2
3 27 |9

5! 120 |24
Uy =—=
5 3125 |625
U = 10! 3628800 | 567
10" 10000000000 |1562500
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I semble que la suite (u, ) soit décroissante.

2. a. Pour tout entier naturel n non nul, on a:

n!
un - F _n_!x(n+1)n+l_ n' X(n+1)n+l
Un+1_ (n+1)! R (n+1)! _(n+1)! n"
(n+1)n+1

Y Mx(n +1)" (n+1)" (n+1Y 1.1 "

- X = = = -

Mx\n{ n" n" n n

Or, pour tout entier naturel n et tout réel x >—1 (attention a I’erreur dans I’énoncé !!!), on
n

a: (1+ x)n >1+nx. En prenant x=1, il vient : (1+1j >1+ nxlz 2. Le résultat est

n n n
ainsi établi.

. u
Pour tout entier naturel nnonnul,ona: —=>2.
u

n+l

b. Pour tout n entier naturel non nul, ona: n!>0 et n" >0. On en déduit: u, >0.
D’apres la question précédente, il vient alors :

<u

n+l n

u 1
->2< 20, <Uu, U, <-U =U
u 2

n+l

La suite (u,) est strictement décroissante.

3. a. On veut montrer : pour tout entier naturel non nul, u, SF'
Varions les plaisirs en ne suivant pas I’indication du livre mais en procédant ... par
récurrence ! ©

1
Nous posons donc : .47 @ « U, <— ».
2n—l

Initialisation
1

Pour n=1,o0na: u, =1 et Fz% 20

. 1 . .
On a bien u, SF - la propriété .4 est vraie.
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Hérédite
Soit N un entier naturel non nul quelconque fixé.

On suppose . vraie, C'est-a-dire : u <

2N—1 )
o . . < 1 1
n veut montrer que .&;,, est vraie, soit : U, SRR
’ A H 1
D’apres la question 2.a. ona: u,, SEUN .
D’aprés I’hypothése de récurrence : u, < =S D’ou: %uN S%x 2&1 =2iN.

. 1 1 . s
Finalement : u,, <=u, <. Le résultat est établi.
2 2

La propriété .., est donc vraie.

Conclusion
La propriété . est vraie pour tout entier naturel n non nul.

vne N*u, Si_l
2n

b. On a vu (question 2.b.) que la suite (un) était une suite a termes strictement positifs.

Onadonc: VneN*,0<un32H.

2n—1 = 2n

le]—1;+1[,ona: lim [z{lj ]:0.
2 n—+o0 2

Le theoreme d’encadrement permet alors de conclure immédiatement : limu, =0.

n—+o00

Or: 1 _2_ 2x(%) . La suite (Zx(%j ] est géométrique de raison % Comme

neN*

|
lim X =0

n—>+o "

IN°112 page 44

1. Par construction, un triangle isocéle divisé donne 4 nouveaux triangles isocéles dont un
seul, le triangle central, est numéroté, n par exemple. Alors, les trois autres triangles
donneront trois nouveaux triangles numeérotés n+1. A chaque itération, le nombre de
triangles numérotés est donc multiplié par 3: m_, =3m, .
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D’aprés le théoréme de Thales (dans sa version « théoréeme des milieux »), a chaque
itération, les longueurs des deux cotés de I’angle droit des nouveaux triangles sont 2 fois
moins moindres que dans le triangle précédent. L aire est donc 4 fois moindre. On a

1
donc: a,,, = Zan :

n

1
vneN*m ,=3m eta,= Za

Par définition de la suite (u, ), on a, pour tout entier naturel n non nul :

n
U, =M xa +M,xa, +...+M xa, = > m xa,

k=1

Ce calcul est facilement mis en ceuvre avec un tableur (nous avons choisi a=1):

Fichier Edition Affichage Insertion Formab Outils Données  Fendtre  Aide x
B Eos @ Ran $EKe @ B¢ @8 Jikmo ¥k
CRd A vilmw ~ 6 7 S ==== % ¥ LB eE as =
[Ean v fx & = |=Ez9+c30030 =
A | B | c | D [ R R
1 7!
2 112 page 44 i
3 B
4
5 n m{n) aln) un) £
6 1 1 (0,125000000000000 0,125000000000000 i
7 2 3 0 ,031250000000000 0, 218750000000000 \ 'ﬂ
] 3 9 0,007512500000000 0,289062500000000 o
9 4 27 0,001953125000000 0,341796875000000 4@
10 5 81 0 000488281 260000 0,381347666250000
11 =] 243 0,000122070312500 0.411010742187500
12 7 728 0, 000030517578125 0,433258056640625
13 g 2187 0000007 629394531 0,449943542480459
14 g GEE1 0,000001907 348633 0 462457 6A6EE0352
15 10 19683 0 00000047 6837158 0,47 1843242645264
16 11 8049 0,0000001 18209290 0, 478682431953948
17 12 177147 0, 000000025802322 0,484 161823957961
18 13 531441 0,000000007 460551 0, 48812136795097 1
19 14 1594323 0,000000001 862645 0.491091025993228
20 14 4752559 0,000000000465551 0,493313265494921
21 16 14348907 0,000000000116415 0,4949858702121191
2z 17 43046721 0,000000000029104 0, 496241526550393
23 18 129140163 0,000000000007 276 0.497181144943170
24 19 367420489 0,000000000001819 0 4973308505707 377
25 20 1162261467 0, 000000000000455 0,498414394030533
26 21 3486784401 0,0000000000001 14 0, 4953107 95522300
27 22 10460353203 0,000000000000028 0,499103096642175
28 23 31351059609 0,000000000000007 0, 499331072481631
29 24 94143178827 [0,000000000000002 0 499493304361 223
30 25 2 8243EHI11 0, 000000000000000 0 4005237 25270015
31 w
[W][*](-](»1)" Sheet1 {Sheetz [ Sheets / IE: |
Feulle1/3 | Par défaut 7D Somme=0,499623728270915 @@ @ 100%
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La suite (un) semble croissante et convergente de limite égale a 1 (i.e. I’aire du triangle
2

o1 1 - . -

initial : Ea2 :E)' Plus généralement, en changeant la valeur de a, il semble que la limite

de la suite (u, ) soit égale a %az).

3. Par définition de la suite (u, ), la différence u,,, —u, correspond a I’aire totale des
triangles numérotés n+1.D’ou: u,,, —U, =M., Xa, ;.
D’apres la question 1, la suite (mn) est géométrique de raison 3. On a donc, pour tout
entier naturel n non nul : m_ =m, x3"". Comme il n’y a qu’un triangle numéroté 1, on a
m, =1 et, finalement: m, =3"".

Toujours d’apreés la question 1, la suite (an) est géométrique de raison 7 On a donc,

n-1
. 1 . .
pour tout entier naturel nnonnul : a, =a, x(zj =a XF' Comme I’aire du triangle

. , : : : i 1 a’
numerote 1 est 4 fois plus petite que I’aire du triangle initial, on a a, :Zx% et,

. 1 a® 1 1 a’
finalement: a, =~ x—x——F=—x—.
4 2 4 4" 2
A I’aide des deux résultats précédents, il vient alors :
.1 a® 3 al
Upg —Up =My XA, =3 XWX?ZWX?

3" a’
ML)

YneN* u

n+1

4. En utilisant I’égalité obtenue a la question précédente pour diverses valeurs de n, on
obtient :

Y 47 \4a) "2
u,,=u +3n72 a—2—u +£x[§jn2 a_2
n-1 n-2 4n—1 2 n-2 4 4 2
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En les additionnant membre & membre, on obtient alors :

u,+u;+...+U,,+U, =U +U, +...+U,_

n

Soit :

1 3 a 1 (3) a 1 (3" a® 1 (3)" a
U, =U +—X—=X—+—X| — | X—+...+—X| — X—+—=X|—| X—
4 4 2 4 \4) 2 4 \4 2 4 (4 2
a.2
Comme u, =Zx7 (aire du seul triangle numéroté 1), ona:

1 3 a2 1 (3}2 a2 1 (3)”2 az 1 (3)”1 a2

U, =U +—X—X—+—=X| — | X—+...+—X| — X—+—=X| — X —

474" 2 4" \4) 2 4"\ 4 2 4°\4 2
1 a? 13a21(32a2 1()”2&1(3]"‘1 a2
=—X—+—X—X—+—X| — | X—+...+—X X—+—X| — —
2 4 2 4 2 4"\ 4 2 4|4 2

=—X —_— T... -
4 4 j
SRRSO
=—x—x|1+=+| = | +...4+|=| +|—
4 2 4 4 4

5. Comme %e] 1;+1[, on aimmédiatement lim (Bj =0 puis lim {1—(%) :lzl et

n—+oo\ 4 n—>+o0
2 n 2
enfin: lim {2 x|1- 3 = lim unza—.
n—>+o | 2 4 n—>-+%o 2
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Comme la limite de la somme des aires de tous les triangles numérotés est égale a I’aire
du triangle initial, nous pouvons conclure que le triangle ABC sera complétement
recouvert par des triangles numéroteés.

Ceci dit, les choses ne sont peut-étre pas aussi simples que ca ...

. . 1 1 i
On peut par exemple considérer les intervalles |, =} { pour k entier naturel.

PP
La longueur L(1,) de I, estégale a S etona:
" 11 11 1‘2k1+1 1
P A A S
2

nN—+o0 nN—+o0

Dol : lim kZl_(lk)= lim (1—%):1.
=0
En conclura-t-on pour autant que Iintervalle [0;1] (voire I"intervalle ]0;1]) est

‘ . - ] 1
completement recouvert par les intervalles 1, ? Non, puisqu’aucun réel de la forme o

n’appartient a un intervalle 1, .

Ainsi, on doit se méfier lorsque 1I’on manipule des mesures sur des ensembles (longueur,
aire, probabilité, ...) et que I’on cherche a conclure sur les ensembles eux-mémes. Dans la
situation de I’exercice, nous concluons positivement car les zones triangulaires
considérées incluent les triangles eux-mémes (c'est-a-dire leurs cotés).

IN°115 page 45

1. Comme les deux nombres premiers qui suivent 5 sont 7 et 11, il vient immédiatement :

u,=0,2357 et u, =0,235711

2. Lasuite (u,) est clairement croissante (pour obtenir u,,, & partir de u,, on ajoute a ce

dernier des décimales, c'est-a-dire un nombre strictement positif ). Par ailleurs, il est tout
aussi clair qu’elle est majorée (par exemple par 0,3 ... ©). On en déduit immédiatement

que la suite (u,) est convergente.

La suite (u, ) est convergente.
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IN°117 page 45

Avant de se lancer dans quoi que ce soit (au risque, cela va de soi, de commettre ici un ...
impair ©), on peut écrire plus simplement u, et u, :

1+3 4 1 1+3+5 9
u, = etu,=—--—-=—
5+7 12 3 7+9+11 27

1
3
Hummm ... On commence probablement a avoir une petite idée sur la suite (un) ... Non?

Bon, on peut se lancer dans un raisonnement par récurrence. Pourquoi pas, n’hésitez pas !
Et puis, on peut également y aller « plus directement ».

On a, pour tout entier naturel n non nul :

B (2x0+1)+(2x1+1)+...+(2xn+1) ~ kzn;(ZkJrl)

U = (2(n+1)+1)+(2(n+2)+1)+...+(2x(2n+1)+1) B Zi”

k=n+1

(2k+1)
Remarquons d’abord que le numérateur et le dénominateur comportent exactement n+1
termes.

Pour ce qui est du numérateur, on a :

Z 2k +1) = 22k+21 22k+ n+1)=
k=0

(n+1) +(n+1)=n(n+1)+(n+1)=(n+1)’

Ce résultat permet de retrouver directement les numerateurs de u, et u,.

Au dénominateur, les choses sont un peu plus délicates :

znzﬂ (2k+1)=(2(n+1)+1)+(2(n+2)+1)+..+(2x(2n+1)+1)

k=n+1
:(2n+2x1+1)+(2n+2x2+1)+...+(2n+2x(n+1)+1)

= o (n o)+ S (2Kk41) = 20 (n2) + 3 (2K 1) + (20 +3)

k=1 k=1

S

=2nx(n+1)+ > (2k +1)-1+(2n+3)

k=0

=2nx(n+1)+2n+2+zn:(2k+1)

=2n? +4n+2+zn:(2k+1)

k=0

—2(n+1) + Y (2K +1)
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En tenant compte du résultat précédent (D" (2k +1) =(n +1)2 ), il vient :

k=0

2n+l
k=n+1 k=0

n

Z(2k+l) (n+1)2 1

Finalement : u, =% = =.

z (2k+1) - 3(n —i—l)2 3

k=n+1

> (2k+1)=2(n+1)’ +Zn:(2k +1)=2(n+1)" +(n+1)" =3(n+1)’

. 1
La suite (u,) estconstante : Vne N, u, =3

IN°118 page 45

. nu, +4
Pour tout entier naturel nnonnul,ona: u,,, =—" i < (n+1)u
n+

En posant alors : v, =nu,, I’égalité précedente se recrit: v,,, —v, =4 etonen

-nu, =4

n+1

déduit

immédiatement que la suite (vn) est une suite arithmétique de raison r =4. Il vient alors :

vneN* v, =4(n-1)+v,

Or, v, =1xu, =u, =1. Donc : VneN*,v, =4(n-1)+v, =4(n—-1)+1=4n-3.
Clest-a-dire : Vne N*, nu, =4n-3,d’ou: VvneN* u, = an-3 :4—2.
n n

Comme lim l:O, il vient immediatement lim (—Ej =0 etenfin limu, =4.

n—+% N—>-+0 n—>-+o0

n

La suite (u,) convergeet limu, =4.

n—+0o

IN°132 page 49

Nous allons établir le resultat a I’aide d’un raisonnement par récurrence.
Pour tout entier naturel n, on pose : .7 @« u, >2""* »,
Initialisation

Pour n=0,0nau,=8et 2"°=2°=8.
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On a bien u, > 2°. La propriété . est vraie.
Hérédité

Soit n un entier naturel quelcongue fixé.

On suppose . vraie, c'est-a-dire : u, >2"°.
On s’intéresse alors a .,

n+l*

On veut montrer : u_, > 2",

n+1

Ona:u,,=3u,-5et:
u,>2" <30, —5>3x2"° —5=2x2" 4+ 2" _5=2"* 4 2" _§
Onaaussi: n>0=2"*>2°=8 etdonc 2"°*-5>8-5=3>0.

Finalement: u,,, =3u, -5>2"* +2"° 5> 2™,
La propriété ., est donc vraie.

n+1l

Conclusion

La propriété .7 étant initialisée (pour n=0) et hereditaire, elle est vraie pour tout entier
naturel n :

vneN,u, >2"*

Ona: 2"%=8x2".
La suite n+— 8x2" étant géométrique de raison 2 >1 et de premier terme 8>2 ,on a
immédiatement lim (8x2") = +oo.

N—>+0
Gréace au résultat de la question précédente et au théoréeme de comparaison, il vient
finalement :

limu, =+o0

nN—+o0

IN°134 page 49
a. C’estbien sﬂr !

La proposition ne fait que traduire le fait que la suite (un) est bornée (minorée par 0 et

majorée par 1). Une telle suite vérifie bien 0<u, <2u, .
Ceci dit, il convient de proposer un contre-exemple !

()
4

. . - 1
Nous pouvons considérer la suite de terme général : §+
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. 1 1 3 . .
Lorsque n est pair,ona: u, =5+7=2 et lorsque n est impair : u, =

N |-
|
N
AP

Cette suite vérifie toutes les conditions mais ne converge pas.

b. Laencore, c’est FAUX|.
Utilisons la suite (u, ) définie précédemment.

Sinestpair,ona: u, :% et 2u, :g. Dans ce cas, on peut prendre v, =1.

Sinestimpair,ona: u, =% et 2u, :%. Dans ce cas, on peut prendre v, :g.

On dispose ainsi d’une suite (vn) qui vérifie toutes les conditions mais qui ne converge
pas.

c. Proposition piégeuse ... ©
En effet, dans le cas général, c’est mais il y a une situation ou c’est vrai (malgré
tout, on conclut bien sar au fait que la proposition est fausse puisqu’elle n’est pas toujours
vraie ! ©).
Notons L la limite de la suite (u, ).

Onadonc: lim 2u, =2L.

n—+oo
Si 2L =L, c'est-a-dire si L=0, alors I’inégalité u, <v. <2u_ entraine (théoreme
d’encadrement) que la suite (vn) converge et admet également pour limite L =0.

MAIS si L =0, alors on peut construire une suite (vn) non convergente et vérifiant les
conditions imposees.

On suppose donc L #0.

Comme la suite (u,) est a termes positifs, on a donc L >0.

Soit alors un réel ¢ strictement positif tel que les intervalles ]L &L+ g[ et
]2L—&; 2L +¢[ soient disjoints.

En d’autres termes, onveut: L-e<L+e<2L-¢<2L+¢.

Il suffit d’avoir : L+¢& < 2L —¢, soit g<%.

On prend, par exemple : ¢ =%.

La construction de la suite (vn) repose sur le fait suivant : & partir d’un certain rang N, les

termes de la suite (un) seront tous dans I’intervalle }L —% 'L +E[ = }% : %{ et ceux
de la suite (2u,) dans I'intervalle 2L—£; oL+ L - E;% :
4 4 4 4
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Il suffit donc, pour obtenir notre contre-exemple, de construire une suite (vn) divergente

X . . 1y L 7L
telle qu’a partir du rang N tous ses termes appartiennent a I’intervalle }57 ; T{ :

Dans cet intervalle, il y a de la place ! ©

. . 1(5L 7L) 3L 7L 5L L
Il est centréen: —| —+— |=— etsalongueur vaut: ———=—.
204 4 2 4 4 2

A partir du rang N, on peut définir v, comme suit :
: : J3L L 11
e Sinestpair,onpose: ———=—"—,
2 8 8

. . . 3L L 13L
e Sinestimpair,onpose: —+—="—.
2 8 8

En deca du rang N, on choisira v, quelconque tel que 0<u, <v, < 2u, soit vérifiée.

Ainsi, pour tout entier naturel n, on a aura 0 <u, <v, <2u, mais la suite (v,) ne sera pas
convergente (a partir du rang N, elle oscille entre deux valeurs distinctes).

d. La proposition est VRAIE|

On a, pour tout entier naturel n : u, <v, . Le théoréeme de comparaison permet alors de
conclure.

e. C’est, une fois encore, FAUX|!

Pour s’en convaincre, il suffit de considérer la suite (u, ) définie comme suit :
e Sinestpair, u, =1.
e Sinestimpair, u, =11.

On considere alors la suite constante (v, ) définie par: vneN,v, =1,5.
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