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IN°11 page 23

a. Pour tout entier naturel n, ona: —1<sin(n)<1.

. . 1 .
On en tire alors, pour tout entier naturel n non nul : —=<sin(n)<
n

S|

n n
Le théoréme des gendarmes nous permet alors de conclure :

. 1 1 o
Les suites (—j et (——j sont toutes deux convergentes de limite nulle.
neN* neN*

La suite (u,) est convergente de limite nulle.

) n+cos(n) cos(n)
b. Pour tout entier naturel nnonnul,ona: v, = =1+ .
n n
. . , . cos(n)
Comme précédemment, on montre facilement que I’'ona: lim ———==0.
n—+00 n

cos(n
On en déduit alors : limv, = lim [1+£} =1+0=1.

n—+o0 N—>+o0 n

La suite (v, ) est convergente de limite égale & 1.
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IN°29 page 32|

1. Pour tout entier naturel n non nul, on considere la propriété . suivante :

2 2
R 13+23+...+n3:w »
Initialisation
n2(n+1)° 12(1+1)° 2?
Pour n=1,ona: 1®*+2°+..+n°*=1°=1, d’une part, et (4 ) = (4 ) =%=1,

d’autre part. Les deux expressions fournissent le méme résultat. On en déduit que la
propriété .4 est vraie.

Hérédité
Soit n un entier naturel non nul quelconque fixe.
2 2
. n“(n+1
On suppose . vraie. Onadonc : 1* +2° +...+n° =¥
Intéressons-nous alors a la somme 1° +2° +...+n° +(n +1)3.

Ona:

nz(n+1)2 (n+1)2
13+23+...+n3+(n+1)3=—+(n+1)3: x[n2+4(n+1)}
Y 4 4

nz(n+1)2

4
d'apres I'hypothése
de récurrence

- (nzl) ><(n2+4n+4)= (n;l) ><(n+2)2

(n+1)°[(n+1)+1]
4

Ainsi, la propriété ., est vraie.

n+1

Conclusion
La propriété . est vraie pour tout entier naturel n non nul.

n? (n+1)’
vYneN*1*+2°+..+n° :M
2 2 2
i n*(n+1) n(n+1) 2 )
Remarque : en notant que I’on a 2 = 5 = (1+ 2+..+ n) , 0N peut aussi
écrire :
vYneN* 1 +2°+.. . +n° =(1+2+...+n)2
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2. Pour tout entier naturel n non nul, on considére la propriété .&” suivante :

1 1 1 __n(n+3)

T
" «1><2><3+2><3><4+ +n><(n+1)><(n+2) 4(n+1)(n+2)

Initialisation
Pour n=1,0na: L + ! +..+ L = L =1,d’unepart,et
1x2x3 2x3x4 n><(n+1)><(n+2) 1x2x3 6
n(n+3)  1x(1+3)  1x% 1

- = =—, d’aut t. Lesd i
4(n+1)(n+2) 4(1+1)(1+2) \4\><2><3 6 autre part. Les deux expressions

fournissent le méme résultat. On en déduit que la propriété . est vraie.
Hérédite
Soit n un entier naturel non nul quelconque fixé.

On suppose . vraie. On a donc :

1 1 1 n(n+3)

1><2><3+2><3><4+m+ nx(n+1)><(n+2) 4(n+1)(n+2)

Intéressons-nous alors a la somme :

1 1 1 1
lx2><3+2><3><4+m+ nx(n+1)x(n+2)+(n+1)><(n+2)x(n+3)'

Ona:

1 1 1 1
1><2><3+2><3><4+m+ nx(n+1)><(n+2)+(n+1)><(n+2)><(n+3)

n(n+3)
4(n+1)(n+2)
d'apres I'hypothese
de récurrence

n(n+3) . 1

4(n+1)(n+2) (n+1)x(n+2)x(n+3)
! x[n(
4(n+1)(n+2)(n+3)
n(n+3)2 +4

~4(n+1)(n+2)(n+3)

n(n2 +6n+9)+4
- 4(n+1)(n+2)(n+3)

_ n®+6n°>+9n+4
4(n+1)(n+2)(n+3)

n+3)2 +4]
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En remplacant « n » par « n+1 » dans I’expression M on obtient :
4(n+1)(n+2)
(n+1)((n+1)+3)  (n+1)(n+4)  (n+1)’(n+4)

4((n+1)+1)((n+1)+2) 4(n+2)(n+3) 4(n+1)(n+2)(n+3)
Or: (n+1)2(n+4)=(n2+2n+1)(n+4)=n3+6n2+9n+4.

On en déduit ainsi :

1 1 1 1 (n+1)((n+1)+3)

1x2x3  2x3x4 " nx(n+1)x(n+2)+(n+1)x(n+2)x(n+3) 4((n+1)+1)((n+1)+2)

Ainsi, la propriété ., est vraie.

n+1

Conclusion
La propriété .7 est vraie pour tout entier naturel n non nul.

1 1 1 B n(n+3)

vne N*

1x2x3 2x3x4 nx(n+1)x(n+2) 4(n+1)(n+2)

IN°30 page 32|

Pour tout entier naturel n, on considére la propriété .&” suivante :

% :«lafonction f définiesur R par x+— x" est dérivable sur R et sa dérivée vérifie :
pour tout réel x, ona f '(x)=nx"".»

Initialisation
La fonction f, est définie sur R par f,: x> x° =1. Elle est dérivable sur R en tant que

fonction constante et pour tout x réel, ona: f;'(x)=0.

Par ailleurs, pour n=0, la fonction x = nx"" correspond, formellement, a la fonction nulle
du fait du coefficient « n ».
On déduit de ce qui précéde que la propriété . est vraie.

Hérédite
Soit n un entier naturel non nul quelconque fixe.
On suppose . vraie. On suppose donc que, pour cette valeur de n, la fonction f, : x> x"

est dérivable sur R de dérivée f ':x+—nx"".
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On s’intéresse maintenant a la fonction f,_, x> x"*.

Pour tout x réel, on a immédiatement : f_, (x)=x""=xf, (x).

Ainsi, la fonction f,,; peut-elle étre consideree comme le produit, défini sur R, de la
fonction identité et de la fonction f,, toutes deux dérivables sur R . Il en résulte que la

fonction f . est également dérivable sur R . Pour tout x réel, on a alors :

n+1

fra' () =1x f,(x)+xx £ (x)  =x"+xxnx"* =(n+1)x" = (n+1)x"*
_nxnfl

d'apres I'hypothése
de récurrence

Ainsi, la propriéte .&, est vraie.

n+l

Conclusion
La propriété . est vraie pour tout entier naturel n.

Pour tout entier naturel n, la fonction f définie sur R par x+ x"
est derivable sur R et sa dérivée verifie :
pour tout réel x, ona f,'(x)=nx"".

IN°33 page 32|

Pour tout entier naturel n>2, on considere la propriété .& suivante :
Z < U421434+ .+ (n-1)I<n! »

Initialisation
Pour n=2, ona 11+21+3!+..+(n-1)!=1!=1, d’une part, et n!=2!=2, d’autre part.

Comme 1< 2, on en conclut immédiatement que la propriété . est vraie.

Hérédité
Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2 quelconque fixé.
On suppose . vraie. On suppose donc que, pour cette valeur de n,on a:

1142143+ (n-1)!<n!
On s’intéresse maintenant a la somme 1!+2!+3!+...+(n—1)!+ nt.

Ona:

114214+ 31+...+(n-1)1+n!<nknl=2xn!

<n!
d'aprés I'hypothese
de récurrence
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On a, par ailleurs : (n+1)!-2n!=(n+1)xn!-2n!= n!x[(n+1)—2}=(n—1)x n!.
Comme n>2, il vient n—-1>1>0 et donc (n—1)><n!>0.
Ainsi : (n+1)!-2n!>0 et, finalement : 11+ 21+3!+...+(n—-1)!+nl< (n+1)!.

Ainsi, la propriéte .&, est vraie.

n+l

Conclusion
La propriété .7 est vraie pour tout entier naturel n>2.

Pour tout entier naturel n>2,0ona:

1!+2!+3!+...+(n—1)!£ n!

IN°35 page 32|

1. Onafacilement:
vV, =0 (dans I’énonce)
V, =V, +2x0+1=0+1=1
V, =V, +2x1+1=1+3=4
V, =V, +2x2+1=4+5=9
V, =V, +2x3+1=9+7=16

0, 1, 4,9 et 16 sont les carrés des cing premiers entiers naturels ... On peut conjecturer :
vneN,v, =n*.

2. Pour tout entier naturel n, on considere, d’apres la question precédente, la proprieté .7
suivante :

. 2
ﬂf.«vn—n »

Initialisation
D’aprés la question précédente, . (ce qui suffit pour initialiser le raisonnement), .5,

%, .Z4 et .7 sontvraies.

Hérédité
Soit n un entier naturel quelconque fixé.
On suppose que la propriété .& est vraie. C'est-a-dire : v. =n?.

Par définition de la suite (v,),ona: v, =v, +2n+1 d’o0, en tenant compte de
I’hypothése de récurrence : v,,, =v, +2n+1=n’+2n+1=(n +1)2 :

Lycée Fénelon Sainte-Marie 6/28 M. Lichtenberg
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Ainsi, la propriété .7

n+l-*

Conclusion
La propriété . est vraie pour tout entier naturel n.

Finalement :

vneN,v, =n?

IN°38 page 33

Pour tout entier naturel n, on considére la propriéte .&” suivante :

B u, =4x3"-1 »

n
Initialisation

Pour n=0,0na u, =u,=3,dune part, et 4x3"-1=4x3°-1=4-1=3, d’autre part. De
I’égalité on conclut immédiatement que la propriété . est vraie.

Hérédité
Soit n un entier naturel quelconque fixe.
On suppose . vraie. On suppose donc que, pour cette valeur den,ona: u, =4x3"-1.

On s’intéresse maintenanta u,,, .

Par définition de la suite (u,),ona: u,, =3u, +2. D’ol, en tenant compte de I’hypothése de
récurrence :

Upyy =3Un +2=3(4X3” _1)+2=3X4><3n _3+2:4X3n+1_1

Ainsi, la propriéte .&, est vraie.

n+l

Conclusion
La propriété . est vraie pour tout entier naturel n.

Pour tout entier naturel n,ona: u, =4x3"-1.

Lycée Fénelon Sainte-Marie 7128 M. Lichtenberg
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IN°47 page 34

a. Comme xeR_,ona 2x+1eR’ etdonc, en tenant compte également de >0 :

<e<:>3<e(2x+1)<—>3<2ex+e<:>3—e<2ex<:>ﬂ<x
2X+1 2e

e Si 3-e<0,c'est-a-dire e >3 alors I’ensemble des solutions de I’inéquation

<eestR,.
2x+1

e Si3-e>0,c'est-a-dire e e ]0 ; 3] (n’oublions pas que le réel e est strictement

positif) alors I’ensemble des solutions de I’inéquation
3-¢e
—+0
2e

b. a.Ona:u,<e<

< e est I'intervalle
2X+1

<e.
2n+1

D’aprés la question précédente, il vient (on résout en fait I’inéquation dans N cette
fois-ci) :
e Si 3-e<0, cest-a-dire e >3 alors I’ensemble des solutions de I’inéquation

<eest N,

2n+1
e Si3-e>0, clest-a-dire ee ]0 ; 3] alors I’ensemble des solutions de I’inéquation

< e est I’ensemble des nombres entiers naturels appartenant a I’intervalle

{ 3_ +l;+oo{ ou E(32 j désigne la partie entiere du réel %
e e

(3—] +1 est donc le plus petit entier naturel solution de I’inéquation

<e).
2n+1

Ainsi, pour toute valeur de e dans R’ , il existe unrang Ntel que n>N =u, <e (N=0
3-e

sie>3etN= E(
2e

j+1 si ee]0;3]).

b. Pour tout entier naturel n, on a u, > 0. D’aprés la question précédente, pour tout réel
strictement positif e, il existeunrang Ntelque: n>N =u, <e,d’ol u, € ]—e X e[.

Par définition, on en conclut alors que la suite (un) converge vers 0.
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IN°48 page 34
u, _2 (n>0)
n
a. Ona, u, = f(n) oufestlafonction définie sur R’ par: x> f(x)= 2.

X
La fonction inverse étant strictement décroissante sur I’intervalle R, il en va de méme
pour la suite (u, ).

b. On conjecture, par exemple a I’aide de la calculatrice ou en utilisant lim —=0, que I’on

n—>+o N

a: limu,=0.

n—+oo

c. On cherche unrang p tel que : n> p=u, € |-10";10°[ ,

Les termes de la suite étant strictement positifs,ona: u e ]—10’4 ;10’4[ <u, <10,
Il vient alors :

= @%>104 & n>2x10° =20 000

u <10™ 20t el
n

On peut donc choisir p =20001

d. On généralise la démarche de la question précédente en remplagant 10 par un réel e
strictement positif :

un<e<:>g<e<:>ﬂ>1<:>n>g<:>n2E(gj+1
n 2 e e e

Pour tout réel strictement positif e, on pose N = E(EJH etona: n>2N=u, <e.
e

On en déduit que la suite (u, ) est convergente de limite nulle.

1
u =
" 1+4n
: . 1
a. Ona, u,=f(n) oufestlafonction définiesur R, par: x+— f(x)= .
(n) P O

La fonction racine carrée est strictement croissante sur R, . Il en va donc de méme de la

fonction x > 1++/x . La fonction inverse est strictement décroissante sur R’, . La fonction
f, composée de ces deux fonctions, est donc elle-méme strictement décroissante.

Lycée Fénelon Sainte-Marie 9/28 M. Lichtenberg
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Il en va de méme pour la suite (u, ).

b. On conjecture, par exemple a I’aide de la calculatrice ou en utilisant lim (1+ \/ﬁ) =

n—+o0

quel’ona: limu,=0.

n—+o00

c. On cherche unrang p tel que : n> p=u, € |-10"*;107[ ,

Les termes de la suite étant strictement positifs, ona: u, e ]—10‘4 ;10‘4[ <u, <107,
Il vient alors :

~1<+/n

u <10" <

+\/_
Les deux membres de la derniére inégalité étant positifs, on a :

~1<Vn o (10 1) <n
On peut donc choisir p = (10" —1)2 +1=99980002.

d. Ici encore, on généralise la démarche de la question précédente en remplacant 10~ par un
réel e strictement positif :

u,<e< <es— <1+\/_<:>——1<\/_

+\/_

En toute rigueur, on doit distinguer deux cas :

. 1 S | (e
e Sie>1lalors =—1<0 et I'inégalité =—1<+/n est vérifiée pour toute valeur de n.
e e

2
e Sie<l alors l—120 etona: l—l«/ﬁ@(l—lj <n. On peut alors
e e e

2
considérer N = E(El—lj ]+1.
e

Dans tous les cas, on peut trouver une valeur N telleque : n>N=u, <e.
On en déduit que la suite (u, ) est convergente de limite nulle.

IN°54 page 34

Nous allons établir le résultat en utilisant la définition. Il convient donc de montrer que pour
tout réel A, il existe un rang N a partir duquel ona u, <A.

Soit donc A un réel.

Ona: -2n’+3<A<2n’>3-A<n? >3_A

Lycée Fénelon Sainte-Marie 10/28 M. Lichtenberg
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On distingue donc deux situations :
e Si A>3 alors =—

<0 et I'inégalité n® > est vérifiée pour tout entier naturel

n. Il suffit alors de choisir N =0 par exemple.

3-A 3-A
<n> .

>0 etona: n®>

e Sj A<3alors

2 2
) . /3—A
Il suffit alors de considérer : N = E[ 5 }rl.

Dans tous les cas, pour un A réel quelconque fixé, on peut trouver une valeur N telle que :
n=N=u, <A.

On en déduit que la suite (u, ) tend vers —o.

IN°57 page 34

a. Ona:
nILrPOOn =+ produit .
) = lim nv/n = +o0
lim v/n = +oo N0
N—+o0
limu, =+
nN—+oo

b. Comme lim n® = lim n? = 400, nous avons affaire & une forme indéterminée du type

N—-+o0 Nn—+o0
« 00O —00 »,
Pour tout entier naturel n, ona: n°-n*=n*(n-1).
Onaalors:

nlLer N=~+%1 Gmme .
= lim (n—l) = +00 | produit

lim (-1)=-1 N = lim n’(n-1) = +o0
lim n® = +o0
limv, =+
Lycée Fénelon Sainte-Marie 11/28 M. Lichtenberg
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IN°58 page 34
a. Ona:
lim3=3
lim n=+w produit rapport
nTH—OO = lim 2n = +o0| somme . = lim =0
lim 2=2 >0 = lim (2n+1) =+ e 20 +1
liml=1
limu,=0
b. On a, en procédant de fagon similaire :
lim5=5
nIme(_z) =-2 somme -2
. rapport ) = lim|5+——|=5
lim n=+90 | smme = lim——=0 =+ n+1
N = lim (n+1) =+ > n+1
liml=1 N>+
limv, =5
IN°64 page 34

a. Pour tout entier naturel n non nul :

| T oy i M )

n 2 - - 1
2n +1 n2(2+12j 2_|_F
n

1 1 o
Comme lim == lim — =0, il vient (somme) :
n—>+o N

n—>+o N
lim (1+1)=1, lim (E—lj:—l et lim (2+i2)=2
n—>+w0 n n—+o\ N n—+w0 n

Lycée Fénelon Sainte-Marie 12/28 M. Lichtenberg
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o
1+=| —-1
Et enfin : Iim( n/AN :1X(_1):—£.

n—>+o0 2. iz 2 2
n

N—-+w

. 1
limu =-=
2

b. On procéde de fagon similaire. Pour tout entier naturel n non nul :
(oo o)
nj\ 2n n 2n n) 2 n n
1 1 o
Comme lim == lim = =0, il vient (somme) :

2
lim (1—%)= lim (1+£j=1
n—+0 n n—+ow n

N>+ ] N—>+o )
Et enfin (produit) : lim 1(1-%)(1&) L
n—+oo 2 n n 2

IN°74 page 36|

. . -1 1
1. Comme, pour tout entier naturel n,ona: -1< (—1)n <1,ilvient: —<u, <—.
n+1 n+1
1

) ) -1 .
Comme Ilm(n+1):+oo,ona: lim = lim =0.
n—+oo n—-+ N +1 n—+o +]_

Le théeoréme des gendarmes nous permet alors de conclure que la suite (un) est

convergente et que I'ona: limu, =0.

nN—+o0

(u,) estconvergente et limu, =0.

n—+oo

2. On procede de fagon similaire a ce qui vient d’étre fait.
. Lo -1 1
Comme, pour tout entier naturel n,ona: —1< cos(n) <1,ilvient: —<v <—.
n n

] .1
Comme limn®=+w,0na: lim—==0.

n—+o0 N—+oo n2

Lycée Fénelon Sainte-Marie 13/28 M. Lichtenberg
Classe de Terminale S 2013-2014



Suites
Corrigés d’exercices / Version du 31/08/2013

Le théoréme des gendarmes nous permet alors de conclure que la suite (v, ) est

convergente et que I’'ona: limv, =0.
N— -+

(v,) estconvergente et lim v, =0.
n nN—+0 n

IN°77 page 36|

1. A lacalculatrice, on obtient :

U, =1,996 357
Uy =1,999 952

Il semble que la suite (u,) converge vers 2.

2. Pour tout n entier naturel, ona: -1<sinn<1.
On en déduit : —-3<-3sinn<3 puis: 2n*-3<2n* -3sinn < 2n® +3 et, enfin :

2n2—3<2n2—33inn<2n2+3
nf+1  n*+1

n+1

2 2
C'est-a-dire : an 3 <u, < 2n2 +3.
n“+1 n“+1

Le résultat est ainsi établi.
2n? -3 2n? +3
VnEN,z—SUngz—
n°-+1 n°-+1

Pour tout entier naturel n non nul, on a:
3 3 2 3 3

n*l2—-= _ 242 3

2n’-3 ( nzj 2 n2 et2n2+3_ [ +n2j_2+n2

2 - 1 2 - - 1

"+l n2(1+12j 1+ " +l n2(1+12j 1+~

n n n n

Comme lim izz lim %:O, il vient (somme) :

n—+wo N n—+wo N
lim (2—%): lim (2+%)= 2 et lim (1+i2j=1
n—+0 n n—-+oo n n—-+oo n
14/28 M. Lichtenberg
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On en déduit finalement (rapport) :

2-3 243
2_ ) 2 7
lim 20 =3 _jim — 0" _2_p et jim 23 i 0" 2
n>+o N° 41 n—>+w0 1+ 1 n>+o N° +1 |"I—>+001 1
n? n?

Le théoreme des gendarmes nous permet alors de conclure que la suite (un) est
convergente de limite égale a 2.

limu, =2

N—-+o0

3. a. Alaquestion 2, nous avons obtenu, pour tout entier naturel n :
2 2
2n° -3 < 2n°+3

<u, <
n+1 " n*+1
e 2-3 2n° +3
On en deéduit immédiatement : ———-2<u, -2<——--2.
n“+1 n“+1

2n2—3—2(n2+1) 2n2+3—2(n2+1)

Soit : > <u,-2< >
n°+1 n“+1
Soit encore : 2_5 <u,-2< 21 :
n“+1 n“+1
On a bien :
VneN,Z_—SSun—ZS 21
n°+1 n°+1

1
n+1

b. Comme: VneN, < > 1 I’inégalité obtenue a la question précédente entraine :

n2

VneN,;—Ssun—Zs -
n°+1 n°+1

Soit : VneN,|un—2|£

n®+1

Ainsi, si, a partir d’un certain rang N, on a I’inégalité : <107 alors, on aura

n%+1

également I’inégalité |un - 2| <107, En d’autres termes, la distance entre u_ et 2 sera
inférieure 2 1072,
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Ona:

n+1

<10 <= >10° < n?+1>5000 < n? >4999 < n> /4999

n®+1

Or: /4999 =70,7. Ainsi, pour n>71, on aura <107 etdonc |u, -2/ <107,

n®+1

A partir du rang N =71, on est certain que la distance entre u, et 2 est inférieure a 10°°.

2n? —3sinn_ 2(n® +1)-2-3sinn _,_2+3sinn

n%+1 n®+1 n®+1

c.Onau, =
. . e s i 2
Si 2+3sinn <0, c'est-a-dire sinn < -3 alors on aura u, > 2.

En I’occurrence sin74 =—-0,985 < —% et u,, =2,000174.

Pour tout entier n>71, on n’a pas nécessairement u, < 2.

IN°82 page 37|

1. L’objectif de cette question est d’établir la croissance de la suite u.
On a immédiatement :

vneN,u,,,=u?+3u, +1

' P+l

< vneNu,,, —u, =u?+3u +1-u,

1 ¥+l

& VneN U, —U, =u’+2u +1

! ¥ n+l
2
< vneNu,, —u, =(u,+1)
2 - 7 L g = .
Commeona: VneN, (u,+1)" >0, larelation de récurrence définissant la suite u
entraine donc sa croissance et ce, quelle que soit la valeur de u,. Il n’est donc pas utile de
montrer que I’on a u, >0 pour tout entier naturel n (une récurrence simple permet

d’établir ce résultat) qui s’avere une conséquence immeédiate de cette croissance et du fait
que u, est égal a 0.

La suite u est croissante.

2. On suppose que la suite u est majorée.
Dés lors, étant croissante et majorée, la suite u est convergente. Notons L sa limite.
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A la question précedente, on a montré que I’on avait : Vne N, u

n+l = “n

Or: limu, =L = lim (Upo—U,)=L-L=0 et lim (u,+1)" =(L+1)".

N—+o0 n—-+o0

u, = (u, +1)°

Comme ¥neN,u,, -u, =(u, +1)° = lim (u,, —u,) = lim (u, +1)*, il vient donc
n—+o00

' Hn+l
n—-+o00

0=(L +1)2 soit, finalement: L=-1.

Si la suite u est majorée alors on a nécessairement : limu, =-1.

n—+0o

3. Le resultat précedent est absurde puisque I’on a, d’apres la question 1 : Yne N,u, >0. Il

en résulte alors que la limite L de la suite u est nécessairement positive. Ainsi, la limite L
ne peut étre égale a —1.

Aboutissant a une contradiction, on en tire que la suite u n’est pas majorée.

Etant croissante, elle tend donc vers +o.

limu, =+

n—+oo

4. a. Nous proposons I’algorithme suivant, écrit en langage pseudo-naturel :

Variable : N entier
U réel
A réel

Début :
N&<O
Uu<o
Lire A
TantQue U< A
Faire N & N+1

U<€ UP+3U+1
FinTantQue
Afficher N
Fin
b. Pour A=1000, on obtient: N=4.
Pour vérifier : u, =41 et u, =1805
Pour A =10°, on obtient: N=5.
Pour vérifier : u, =1805 et u, =3263441
Lycée Fénelon Sainte-Marie 17/28 M. Lichtenberg

Classe de Terminale S 2013-2014



Suites
Corrigés d’exercices / Version du 31/08/2013

IN°82 page 37|

1. Comme%e]—1;+1[,onaimmédiatement: lim (%) =0.

n—+o00

nN—+w0

Il vient alors (différence) : lim {1—(%) }:1—0 =1 puis (rapport) :

lim

n»+oo1_(2j
3

Enfin (différence) : limu, = lim|1- 2 —|=1-2=-1.
(o)
3
limu =-1

2. Comme 6 et 7 sont deux réels strictement supérieurs a 1, on a immédiatement :

lim6"=lim 7" =+

N—>+o0 N—>+o0

Pour (vn) , hous avons donc affaire a une forme indéterminée du type « oo —o0 »,
Comme 7>6,0na: VneN, 7" >6". On va donc factoriser par 7" :

vneN,v,=6"-7"=7" 6__1 =7" (ﬁj 1
7" 7

Comme 0<6<7, il vient ge]—1;+1[ etdonc lim (QJ =0.

nN—+oo 7

N— -+

On en déduit (somme) : lim ((g] —1] =-1 puis (produit) : lim 7" ((gj —1} =—00.

limv, =—o

n—+0o
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IN°95 page 40

Partie A — Question de cours

Soit A un réel.

Comme la suite (u,) tend vers +oo, il existe unrang N tel que : n>N = u, > A.
Mais comme, pour tout entier naturel n, v, >u,, il vient: n>N =v, > A.

On en déduit ainsi : lim v, = +o.

N—-+ow0

Le résultat est établi.

Partie B
1. Ona:
U, lu0+0—2=l><1—2_—E
3 3 3
I TR ) P
3 3 3 9 9
Uy lu2+2—2:1x(—g]:—E
3 27

2. a. Pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 4, on considére la propriété .o suivante :

Z i«u, 20 »
Initialisation

—14+1=6—7>0.

Pour n=4,o0na: u4=1u3+3—2=1x 14 +1=——
3 3 81 81

27
La propriété .7 est donc vraie.

Heredité

Soit n un entier naturel quelconque fixé supérieur ou égal a 4.
On suppose . vraie c'est-a-dire u, >0
Comme n>4 alorsona: n—-2>2>0.

1
Comme u, >0 alorsona: §un >0.

On en déduit alors gun +n—-2>0 c'est-a-dire u.,, >0. La propriété .o, est donc vraie.

n+l
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Conclusion

Pour tout entier n supérieur ou égal a4, u, >0.

vneN,n>24=u, =0

. 1 1
b. Pour tout entier n>5,0na: u, =3l +(n-1)-2 =3t N -3.
Mais n>5<«< n-1>4. D’apres le résultat de la question précédente, onadonc: u,, >0.
1 .1 <
D’ou —u, , >0 puis =u, , +n—-3>n-3 c'est-a-dire u, >n-3.
3 3

Finalement :

vneN,n25=u,2n-3

c.Ona VvneN,n>5=u,>n-3.Comme lim(n—3)=+o, le théoréme de

N—+o0

comparaison nous permet alors de conclure immédiatement :

limu, =+

n—+oo

3. a. Pour tout entier naturel n,on a:

n+l

Ve =—2U,, +3(n +1)—%= —2@url + n—2j+3(n +1)—%

=—gun —2n+4+3n+3—£=—gun +n—1=l —-2U, +3n—£
3 2 3 2 3 2

1
=Zv
3

n

La suite (v,) est donc une suite géométrique de raison %

Par ailleurs : v, = —2u, +3x0—£= —2—£=—§.
2 2 2

La suite (vn) est la suite géométrique de premier terme v, = —% et de raison %

b. D’apreés le résultat précédent,ona: VneN,v = —%x[%) )
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Comme : VneN,v, =—2un+3n—%, ona:VvneN,2u,=-v, +3n—%, soit

vneN,u, =1(—vn +3n—£j.
2 2

Il vient alors :
VneN,unzl —vn+3n—E :l - —éx 1 +3n—é :EX +§n—é
2 2 2 2 \3 2 4 2 4
VneN,un=§x 1 +§n—£
4 \3 2 4
c.Ona: limn=+w d’ou lim En=+oo et lim (gn—%j:mo
Par ailleurs, comme%e]—l;ﬂ{,ona: lim (lj =0 etdonc: lim ?x %j =0.
On en déduit alors (somme) : lim E>< 1 +§n—2 = +o0 SOIt :
novol 4\ 3 2 4
limu, =+

On a ainsi retrouvé la limite de la suite (u,) obtenue a la question 2.c.

4. Rappelons que I’on a (question 3.b.) : Vne N, u, :%x(lj +§n —E.

3 2 4

On en tire, pour tout entier naturel n :

S, =Uy+U +U, +...+U,

n (25 (1)k 3 2

= —X| — +_k__
47 3) 2 4
2

258, (1) 3¢ 1Q
2% 2] 425 k-5
IS

1 n+l 1 n+1
1_ - 1_ - n+
0 [1Jk (3) (3) 3 (1) '
Z — = = = — l— —
o\ 3 1_} 2 2 3
3 3
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n(n+1)

Zn:kz et i1=n+1
k0 2

k=0

Ainsi :
n n

2531 3 21
S — 2 +2% k-5
RN

4
n+l
:éxﬁ{l_(l ]+§XM_2(M)
4 2 2 2 4

"] L 3n(n+1) 21(n+1)
4 4

+2(n-7)(n+1)

n—-+o0 N+ §

n+l n+1
Comme le]—1;+1[,ona: lim (lj =0.D’ou IimE 1—(% :Ex(l—o):E
3 3 3 8 8

Par ailleurs : lim (n+1): lim (n—7)=+oo d’ol lim E(n—7)(n+1)=+oo.

N—+w0 N—>+0 n—>+0 4
. . R S P R
Ainsi, on a finalement (somme) : lim 5 1- 3 +Z(n—7)(n+1) =+00.
lim S, =+
IN°98 page 41]

Partie A

1. P, estfausse carpour n=1,0na: 4" =4' =4 mais 4n+1=4x1+1=5>4.
P, est fausse car pour n=2,0na 4" =4 =16 mais 4n+1=4x2+1=9<16.
P, est vraie car I'inégalité 4" <4n+1 est vérifiée pour n=1.
P, est fausse car I’inegalité 4" <4n+1 est verifiee pour n=0 (1<1)et n=1.

2. Lanégation de « Pour tout entier n, 4" > 4n+1 » est « il existe un entier n tel que
4" <4An+1 ». Il s’agit donc de la proposition P,.
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Partie B
1 a 4(p+1)+1-4(4p+1)=4p+ % +1-16p>4 =-12p+1

b. Pour tout entier p>1,ona: -12p<-12 d’ou -12p+1<-11<0.
En reprenant le résultat de la question a. on a donc :

4(p+1)+1-4(4p+1)=-12p+1<0

D’ol: 4(p+1)+1<4(4p+1). Le résultat est ainsi établi.

2. Entestant quelques valeurs faibles de n (ou en réfléchissant a la croissance de 4" et a
celle de 4n+1 ... ©), on peut conjecturer que I’inégalité est vérifiée pour n>2.
Démontrons cette conjecture par récurrence.

On considére donc, pour tout n entier supérieur ou égal a 2, la propriété :
i« A" >4An+1 »

n
Initialisation

Pour n=2,0na: 4" =4>=16 et 4n+1=4x2+1=9.0na 16 >9.
La propriété .4 est donc vraie.

Hérédité
Soit n un entier naturel quelconque fixé supérieur ou égal a 2.

On suppose .& vraie c'est-a-dire 4" >4n+1.
On s’intéresse a .7,

n+l*

On va donc comparer 4" et 4(n+1)+1.

Comme 4" >4n+1 (hypothése de récurrence), on a : 4x4" >4x(4n+1), c'est-a-dire
4™ > 4x(4n+1).

Comme n est supérieur ou égal a 2, on peut utiliser le résultat de la question 1.b : on a
donc 4x(4n+1)>4x(n+1)+1.

Finalement : 4™ >4x(4n+1)>4x(n+1)+1.
La propriété ., est donc vraie.

n+1
Conclusion

La propriété . est vraie pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2.

VheN,n=22=4">4n+1
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IN°103 page 42

Partie A

1. Une suite (un) n’est pas majorée si, pour tout réel M, on peut trouver un rang N (ce rang
dépend donc A PRIORI du réel M), tel que u, > M .

2. a. Lasuite étant croissante, ona: n>n, < u, > U, .
Comme u, >M , on en déduit immediatement u, > M .
Ainsi, pour tout n>n,,ona u, >M .

b. D’apres ce qui précede, nous pouvons affirmer que pour tout réel M, il existe un certain
rang n, tel que a partir de ce rang tous les termes de la suite sont dans I’intervalle

M ;+oo[ . Ainsi,ona: lim u, =+wo.

n—+o0

3. On vient d’établir le résultat fondamental :

Pour toute suite (u,) croissante et non majorée, ona: limu, =+co.

nN—+w

Partie B

1. Récurrence immediate (pour I’hérédité, si on suppose u, >1,ona u, >0 etdonc —>0.
u

n

On en déduit u,, +i >1, c'est-a-dire u
u

n

>1, afortiori u,,, >1).

n+l

vneN,u, =1

2. A laquestion précédente, on a établi : YneN,u, >1.Onadonc: VneN,u, >0.

1

1~ Up =—>0.
u,

On en déduit immédiatement : Vne N, u

La suite (u, ) est strictement croissante.

3. a. Lasuite (un) étant croissante et majorée, elle converge.

La suite (u,) converge.
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: 1
b. On a, pour tout entier natureln: u,,, =u, +—.

n un
. . . . . 1 .
La suite (u,) étant convergente, il en va de méme pour les suites (u,,,) et | u, +— | etil

n

Nn—>+o0 N—-+%

vient, d’apres I’égalité ci-dessus : limu,,, = lim (un +— |, C'est-a-dire :
u

n

limu, = limu, +—
n—-+oo nN—-+o0 Imu
nN—+w n

La limite de la suite (u,) est bien solution de I’équation x = x+1.
X

La limite de la suite (u, ) est solution de I’équation x = x+l.
X

4. Ona x= x+1 = 1 0 qui n’admet pas de solution. L"hypothése « (un) majorée »
X X

conduit donc & une contradiction. On en déduit que la suite (u, ) n’est pas majorée.
Comme la suite (u,) est croissante, on en déduit (cf. la partie A) qu’elle tend vers +o.

limu, =+
IN°104 page 43
1. Pour tout entier naturel n,on a:
1 2 2 2 2 2
Vo =Unpp —Upy = guml +§un —Uyy = _Eunﬂ +§un = _E(unﬂ _un) = _gvn

On en déduit immédiatement que la suite (v, ) est une suite géométrique de raison ~3

Par ailleurs,ona: v, =u, —u, =1-0=1.

Finalement :

La suite (v,) est une suite géométrique de raison 3 et de premier terme v, =1.
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. Pour tout entier naturel n,on a:

2 1 2 2 2
Wi =Unp +§un+1 = §Un+1 +-U, +§un+1 =Upy +§un =W,

On en déduit que la suite (w, ) est constante.

La suite (w,) est constante.

. Ona:w =u1+guO =1+zx0=l.
3 3

Finalement :

VneN,w, =1.

D’aprés la premiére question,ona: vneN,v, = (—%) .

Onaaussi: v, =u,,, —u, et w :1=Un+1+§Un-
On en déduit :
2 2 2\ 2 o\ 5
u,,=u,+v, =u +|——| etl=u, +—-U =U+|-——=| +=U,=|—=| +=U,
3 3 3) 3 3) 3

Finalement : u, =§—§(—z) :
5 5

Comme —Ee]—1;+1[,ona: lim (—z] =0 et on en tire enfin : lim un=§—§><0=§.
3 3 5 5 5

N—>-+x0 N—>+0

. o3
La suite (u,) converge et admet pour limite 3
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IN°109 page 43
n kk
1. Onpose . 1« —<— »
nl k!
Initialisation.

k" kK e s .
Pour n=k,ona Priio et I’inégalité (qui, dans ce cas, est une égalité) est trivialement
n! !

vérifiée.
Héredité.

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a k fixé. On suppose .&” vraie.

n k
Onadonc: —<—.
nl k!
Onan+l>n=k.Donc: L<1§E et donc: L<5§5:1. D’ou: L<1.
n+l1 n k n+1 n Kk n+1
) _ k" K" -+l k"
Il vient alors : x — < 1x—, c'est-a-dire —_
n+l n! n! (n+1)! n!
n k n+1 kk
Comme — <—, on en déduit finalement : <—.
n! k! (n+1)! k!

La proposition .77, est donc vraie.

n+l

Conclusion.

n k
VneN,nzk:k—sk—
n! k!

2. A laquestion précédente, on a établi que pour tout entier naturel n supérieur ou égal a k,
n k k
on avait : k—ﬁk— Soit : isixk—.
n! k! nl k" k!
Pour tout réel x positif et tout entier naturel n,ona: x">0.
X" x" k* x) kK
Doll: —<—x—=| = | x—.
n! k" k! k k!

n n k

- - Lo X X k
Pour tout entier naturel n supérieur ou égal a k : — < (Ej XF'
n! !
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nN—+oo

3. Comme 0<x<k,ona: OSE<1 etdonc: lim (Ej =0 puis, I’entier k étant fixé :

n k
X" X k .. . . . -
Comme 0< — < (Ej XF , Il vient enfin, grace au théoreme des gendarmes :
n! !
X"
lim—=0
n—+o nl

VxeR, lim 2 =0

n—>+o nl

Lycée Fénelon Sainte-Marie 28/28 M. Lichtenberg
Classe de Terminale S 2013-2014



