Mathématiques TS8 — Année scolaire 2010-2011
Limites de fonctions. Mardi 28 septembre 2010

« Une fois qu’on a passé les bornes, il n’y a plus de limites. »
Alphonse ALLAIS

« Plonge dans I’étonnement et la stupéfaction sans limites,

ainsi tu peux étre sans limites, ainsi tu peux étre infiniment. »
Eugene IONESCO

Corrigé

Exercice N°1

1 fim¥X*+2=2
x—2 X—2

On peut mener le calcul de diverses facons. Par exemple, pour tout x différent de 2, on a,
en utilisant I’expression conjuguée du numérateur :

m_z_(M—Z)(m+2) mz_zz

x=2 (x-2)(Vx+2+2)  (x-2)(Vx+2+2)

B X+2-4 B X—2
(x-2)(Vx+2+2) (x-2)(Vx+2+2)
B 1
NX+242
Comme : Iirrzl(x+2):2+2=4 et Iingﬁzﬁzz,ona: Iin;\/x+2:2
Il vient alors :
im¥X*2=2 1t _ 1 1
x->2  X—2 =2 \X+2+2 242 4

On pouvait également identifier dans la limite demandée le taux d’accroissement de la

fonction f : x+—+/Xx+2 en 2. On a facilement : f'(x)= ! et donc :

2Ux+2
2 X=2 22+2 4

Finalement :
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) , . AX+2-2 . . T
Le numérateur de I’expression ———— doit nous faire penser a la limite que nous
NX+7-3
venons de calculer ! On constate de surcroit que le denominateur s’annule également pour
X = 2. On peut donc se « ramener » a la situation précédente comme suit :

NX+2-2
VXi2’\/X+2—2: X—2
VX+7-3 x+7-3
X—2
Onadéja: im¥*+t2=2_1
-2 X—2 4
Par ailleurs, en procédant comme ci-dessus, on obtient : Iirrg—“x+72_3 = %
X—> X_
1
. . AJX+2-2 4 6 3
D’ou (rapport) : lim =t=—=—,
(rapport) - x+7-3 1 4 2
6
. X+2-2 3
im——=—
x>2 \x+7-3 2

, 1
2. Pourtoutxréelnonnul,ona: -1<sin=<1 (E).
X

i . .. 1
Pour tout réel x strictement positif, (E) donne alors : —x < xsin=< x.
X

Comme Iirr(} X= Iing(—x) =0, le théoréeme des gendarmes nous permet de conclure :
X—> X—>!

x>0 x>0
) 1
Ilm(xsm— =0
x—0 X

x>0

, . .- 1
Pour tout réel x strictement négatif, (E) donne : —x > xsin=>x.
X

Comme : limx = Iim(—x) =0, le théoréeme des gendarmes nous donne :

x—0 x—0
) 1
Ilm(xsm— =0
x—0 X

x<0 x<0
x<0

Comme : Iim[xsinijzo et Iim(xsinljzo, on a finalement :
= A = AN

x>0

Iim(xsin 1] =0
x—0 X
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3. Ona: IIml—O et Ilmsmx sin0=0.

X—>+0 ¥
On en deduit immédiatement (composition) : lim sin—=0.
X—>+0 X

X4+x+1 .. x* .. 1

On aparailleurs : lim ———= lim — = lim = =0.
x40 X° 42 X—+0 X X400 X

N . . 0
Nous avons donc affaire a une forme indéterminée du type « o ».

. X x+1 .
Le coup de pouce suggeére de factoriser TR Comme nous travaillons en +o, nous
X* +

factorisons par les termes de plus haut degré.
1 1 1 1
X1+ =+ T
X2+ x+1 ( X xzj 1 1+x+x2

=—X

M
x* +2 X3(1+2j X 4.2

Pour tout réel x non nul, on a:

X X
1 1 1 2
sin— sSin— sin— 1+—3
Il vient alors : lim X = lim 1X = lim lxx 1X T
X—>+00 X—>+00 X—>+00
7)( X+ 1 1+—+— = l+—+—
X +2 T X X X X X
2
X 1+—
X

On a immédiatement ; lim (1+£3J = lim (1+ 1 +i) =1.
X

X—>+00 X—>+00 X X
Par ailleurs, lim 1_0 et (cf. le cours) Ilmﬂzl.
X—>+0 ¥ X
.1 1 2
sm— sin— 1+
On en déduit (composition) : lim —2% — X —1 et (produit) : lim 1X>< I X T |1
X—>+o0 = X—>+0 4 1+7+72
X X X X
Finalement :
.1
sin—
lim —*—=1
x>+ X% 4 X +1
x> +2

Exercice N°2

Le théoreme du cours sur la limite en +oo d’une fonction rationnelle nous permet d’écrire
immédiatement :

.o =3x"+1 . =3x"
lim 3 = lim 3
X—>—0 5)( _l X—>—0 5)(
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On a alors immediatement :
e Sin>3, x— x" est une fonction polyndme et on doit distinguer deux sous-cas :
0 Si n-3 est pair, c'est-a-dire n impair supérieur ou égal a 5,on a:

lim X" = +o0 puis: lim X im (—%X”]:.

X—>—00 X—>—00 5)(3 -1 X—>—00

0 Si n-3 est impair, c'est-a-dire n pair supérieur ou égal a 4, on a cette fois :
. . G )
lim x"% = —co puis: lim 3—= lim (—gx”sj = [+oo].

X—>—00 X—>—%0 5)(3 -1 X—>—%0

. =3+l . =3X" 3

e Sin=3,ona: lim—; = T =|-=

x>0 By® 1 x>0 By 5
e Sin<3, x— x>" est une fonction polyndme et lim —=0.

X—=0 ¥
=3+l -3t . =3
Donc: lim ———= lim = lim ——=|0].

X—>—00 5)(3 -1 X—>—0 5)(3 x——0 5y

Exercice N°3

On considere la fonction f définie par :

f(x)=vx*-3x+1

1. La fonction f est définie pour toute valeur de x telle que x*—3x+1>0.
Le discriminant associé vaut : 6 = (—3)2 —4x1x1=9-4=5. On en déduit que le trinbme
3-+/5 o 3++/5
2 2
On a alors, le coefficient de x* étant strictement positif

M

X*—3X+1>0< xe |~
2 2

x* —3x+1 s’annule pour les deux réels :

Finalement :

g - _3—\/5 3+\/§_
] = |-0; 5 U 5 i+ 00

2. La fonction f est la composée des fonctions x — x> —3x+1 et X - v/X .
Ona: lim (x*=3x+1)= lim x* =+ et lim JX =+ donc, par composition :

X—>—400 X—>+00 X—>+00
lim f(x)=lim vx* —=3x+1=+o0
X—>+0 X—>+00

3. Ons’intéresse a: Iim{f(x)—(x—§ﬂ.

X—>+00 2
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,ona

3+\/§
2

Pour tout réel x supérieur a
3 - 3
f(x)- X—E =X =3x+1- X—E
{\/xz—3x+1—(x—2)}x{\/x2—3x+1+(x—2ﬂ
\/x2—3x+1+(x—3j
2

2
(x2—3x+1)—(x—3) x2—3x+1—(x2—3x+9j
_ 2 4

\/x2—3x+1+x—‘;j \/x2—3x+1+x—§

5

_ 4

\/x2—3x+1+x—§
2

Onavu que I’on avait : lim Vx> —3x+1=+o.

X—>+00

X—>+00 X—>+00

. ] , . ) 3 )
Par ailleurs, on a immédiatement ; lim (X—E = lim X=+wx.

5

On en tire (somme) : lim (\/x2—3x+1+x—§]:+oo,puis: lim 4 =0.

I Cax+lex—>
2

X—>+00

Onaainsi: lim {f (x)—(x—gﬂzo, soit :

La droite A d’equation y = x—% est asymptote en +oo

a la courbe représentative %, de la fonction f dans un repére.

4. On s’intéresse cette fois au signe de f (x)—(x—%} :

D’apres la question précédente, on a :
5

f(x)—(x—ij:\/xz—3x+1—(x—§j: 4 3
2 2 \/x2—3x+1+x—5
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Pour x23+2\/§,ona: x—%2§>0. On en déduit alors : \/x2—3x+1+x—g>0 et,
5

enfin : 4 <0.

\/xz—Sx+1+x—§
2

Dans ce cas, la courbe %, est située sous la droite A.

Pour x< \f ,ona: X—E<§<O On en déduit alors : \/x2—3x+1—[x—§j>0.

Dans ce cas, Ia courbe %, est située au-dessus de la droite A.

Conclusion :

. 3++5 - .
e SurI’intervalle { 2\/— ;+oo[, la courbe %, est située sous la droite A.

. 3-+5 L :
e SurI’intervalle }—oo ; T\/—} la courbe %, est située au-dessus de la droite A.

A titre de complément, nous fournissons sur le graphique ci-dessous la courbe
représentative Z; de la fonction f et son asymptote A en +o.

M. Lichtenberg Interrogation N°1 6-6



