Mathématiques TS5 -2015-2016
Suites numériques IE1 Mercredi 30 septembre 2015

Corrige

Cf. le cours.

On a immédiatement : lim (—3n2):—oo et lim

nN—+o0 nN—+w0

(2vn)=

Nous avons donc affaire dans un premier temps a une forme indéterminée du type « oo —oo ».

Pour tout entier naturel n non nul, on a:

u, =-3n+2vn-11=-3nx 1+2—\/ﬁz—1—12 =-3n*x|1- AU
-3n* -3n 3n\/_ 3n?
Ona: lim \/ﬁz lim n=+4o0 etdonc lim n\/H=+oo.
Il vient alors :
. 2
lim——==0
n—>+0 3 \/ﬁ addition 11
= lim =1 multiplication 11
lim &—o R 3”‘/— 3n” = lim —3n2x(1— J =—
>+ 3n? N andn  3n?
lim (—3n2):—
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Finalement :

limu, =—o

n—+oo

Pour tout entier naturel n,ona: -1<(-1) <1
Il vient alors :
~1<(-1)" <1
o -4<4x(-1)" <4
SN —4+££4><(—1)n +ﬂ£4+ﬂ
13 1 1
—4+£ <v,<4 +%

n—>+o0 n—>+o0

Comme lim \/_=+oo,ona: lim [—4+1£2]:+oo.

On en déduit finalement (théoréme de comparaison) :

limv, =+

nN—+0

Au numérateur, on a —1<cos(5n)<1et lim (—nz) =—0.

N—>+o0

Onaainsi lim (—n2 —cos(Sn)) _—

n—+00

Au dénominateur, on a immédiatement : lim (n3 +2) ———

nN—+w0

Finalement, nous avons affaire a une forme indéterminée du type « — ».
o0

Pour tout entier naturel n non nul, on a :

(T sl

_n2 2
W, = =—"x

n
" 2
n’ [1+|’123) n 1+F

—1 _cos(5n e e
Ona: —1scos(5n)sl<:>—21s#si2. Comme lim —;L: lim %:O, le théoreme
n

n n n—+o N n—+o

N—>+o0 n2 n—+ow n2

cos(5n cos(5n
des gendarmes nous donne immédiatement : lim ( )=O puis lim (1+ ( )]zl.

Comme lim izo,ona lim (1+i3j=l.

N—>+o0 n3 n—+o n
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D’ou
- os(5n) cos(5n
nle[l'i' n2 j: division 1+ n(2 ) COS(En)
, = n|Ler—2:1 multiplication 1 1+ n?
lim (1+—3)=1 o o= my e z |7
n—>+o0 n ! 1+73
, n
lim {——j =0
N>+ n
limw =0

Ona:
5x1 25 5x2 25 5x25 125
u2=u1+l=_x5=_!u3=u2+1=_x_= =—
1+1 2 2+1 2 3 3
5x3 125 5x125 625
et U, =U,, =— x> = _09
3+1 3 4 4
25 125 625
u, z?; u, Z? et U =——

n

; 5
Pour tout n entier naturel non nul, on pose : . : « U, =— ».
n

Initialisation

Pour n=1, on a, par définition de la suite (u,) : u, =5.
n 1

Par ailleurs : 5—:5—:5

n 1

La propriété .5 est donc vraie.
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La question 1 nous permet de remarquer que les propriétés .5 , .% et ./ sont également
vraies.

Hérédité

Soit N un entier naturel non nul quelconque fixe.

S . . < 5"
Supposons que la propriété . & soit vraie, c’est-a-dire : uy =N

N+1
On veut montrer que ., est vraie, c’est-a-dire : uy,, =%.
+
s e s . 5N
D’apres la définition de la suite (u,),ona: uy,, =muN :
_l’_

En utilisant I’hypothése de récurrence il vient alors :

5N 5N 5% 5x5¥ g5V
Uya = Uy = X—== =
N +1 N+1 N N+1 N+1

La propriété .5, est donc vraie.

Conclusions

La propriété est initialisée a n=1 et héréditaire, elle est donc vraie pour tout entier naturel n
non nul.

n

vne N* u, _>
n

, , n+1
3. Montrer par recurrence que I’'ona: Vne N* u, > e

. n+1
Pour tout n entier naturel non nul, on pose : .4 1« u, >

Initialisation

Pour n=1, on a, par définition de la suite (u,) : u, =5.

. n+1 1+1 2
Par ailleurs ; ——=—F==—.
5 5

2 i i
Comme Szg, la propriété .5 est donc vraie.
Hérédité

Soit N un entier naturel non nul quelconque fixé.

o . . T N +1
Supposons que la propriété /ﬁ,\f soit vraie, c’est-a-dire : u, > .
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. - N+1+1 N+2
On veut montrer que ., est vraie, c’est-a-dire : Uy, > +5 e ; .
s e : 5N
D’apres la définition de la suite (u,),ona: uy,, :muN .
_l’_

En utilisant I’hypothése de récurrence il vient alors :

SN S SN N+1:

Uy, = u, > X N
NMMTUON+1L Y TN+ 5

N +2

A-t-on N > ?

N+2 1

Ona: N2> c>5N2N+2c>4N22c>2N21<:>N25.

Comme N>1,onabien: N> N+2

La propriété ., est donc vraie.

Conclusions

et on en déduit finalement : u,, >N >

N+2

La propriété est initialisée a n=1 et héréditaire, elle est donc vraie pour tout entier naturel n

non nul.

vne N* u, ZnTJrl

4. Déduire de la question précédente la limite de la suite (u,)

neN* "

P . n+1 . .
On a immédiatement : lim e +oo et donc, par comparaison : lim u, =+oo.

n—-+o0

limu, =+

n—>+
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