Mathématiques TS8 — Année scolaire 2010-2011
Continuité et théoreme des valeurs Mardi 12 octobre 2010

intermédiaires.

« C’est justement pour préserver ce qui est neuf et révolutionnaire
dans chaque enfant que I’éducation doit étre conservatrice,
c'est-a-dire assurer "la continuité du monde". »

Hannah ARENDT - La responsabilité.

Exercice N°1

Soit la fonction f définie par :

Pour tout réel x de I’intervalle [-1;0[,ona: E(x)=-1etdonc: f(x)=—sin(zx).

On en déduit alors :_ lim f(x)= lim [ sin(7x) |=—sin(zx0)=-sin0=0 (limite d’une

x—0,x<0 x—0,x<0
composee).
Pour tout réel x de I’intervalle [0;1] ,ona: E(x)=0 etdonc: f(x)=0.
f

Onendéduitalors: lim f(x)= lim 0=0=f(0).

x—0,x>0 x—0,x>0
En définitive,ona: lim f(x)= lim f(x)=f(0).D

x—0,x<0 x—0,x>0

La fonction f est continue en O.

Pour tout réel x de I’intervalle [0;1] ,ona: f(x)=0 (cf. ci-dessus).

e [0
On en déduitalors: lim f(x)= lim 0=0.
[

x—1,x<1 x—1,x<1

Pour tout réel x de I’intervalle [1;2[,ona: E(x)=1etdonc: f(x)=sin(zx).

On en déduit alors ;: lim f

x—1,x>1

(
En définitive,ona: lim f(

x—1,x<1

x—1,x>1

X)= Ilm f(x)=f(1).Dou:

1,x>1

x)=lim sin(zx)=sinz =0 (limite d’une composée).
)=

La fonction f est continue en 1.
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Exercice N°2

Soit la fonction h definie par :

h(X)Z\/X2+2X+3—\/X2—3X+7

1. Le réel x appartient a I’ensemble de définition ), de la fonction h si, et seulement si, il est
solution du systéme :

x*+2x+3>0
x?—=3x+7>0

Le discriminant A associé au trindbme : x*+2x+3, vaut: A=2*-4x1x3=4-12=-8.
I1 est strictement négatif et le coefficient de « x* » est positif (il vaut 1). On en déduit :

VxeR, x*+2x+3>0

Le discriminant & associé au trindme : x> —3x+7, vaut
§=(-3)" ~4x1x7=9-28=-19.
II est strictement négatif et le coefficient de « x* » est positif (il vaut 1). On en déduit :

VxeR, x*=3x+7>0

Pour tout x réel, on a donc :

X +2x+3>0
x?—=3x+7>0

Finalement :

9 =R

2. Lesfonctions x— x> +2x+3 et x— x> —3x+7 sont continues sur R en tant que
fonctions polynémes. D’apres la question précédente, elles prennent toutes les deux leurs

valeurs dans R, — IR, . Or, la fonction racine carrée est continue sur R, . On en déduit

immédiatement que les fonctions composées X > /x> +2x+3 et X v/x* —3x+7 sont
continues sur R . Finalement, la fonction h est continue sur 4, =R comme différence de

deux fonctions continues sur cet intervalle.

La fonction h est continue sur 2, =R.

3. Onaimmédiatement : lim (x2+2x+3)= lim (x2—3x+7): lim x? = +o0.

X—>+00 X—>+0 X—>+%0
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Par ailleurs : lim &:+oo.

X—>+00

On en déduit (composition) : 1im v/x* +2Xx+3 = lim v/X* —=3X+7 = +o0.

X—>+0

Nous avons donc affaire a une forme indéterminée du type « o —o ».
Pour lever I’indétermination, nous allons utiliser la forme conjuguée de h(x) : comme on

a: VxeR, x> +2x+3>0¢et x*-3x+7>0, il vient :

VX e R, VX +2X+3+x2 =3x+7 >0

D’ou :

h(x)=\/x2+2x+3—\/x2—3x+7

(\/x2 +2X+3 X2 —3x+7)(\/x2 +2X 43+ —3x+7)

VX2 +2x+3 +4/X2 —3x+7
B 1 2x+3 X347
I 2x43+ U —3x+7
(x2+2x+3)—(x2—3x+7)
X 2x 43+ 347
B ox—4
243+ —3x+7

Puisque nous cherchons la limite de la fonction h en +o0, nous pouvons travailler sur R .
Pour tout réel x strictement positif, on a :

h(x)

_ 5x—4
U +2x+3+x2 =3x+7

ot
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Comme : lim l: lim i:O, il vient (somme) : lim (S—EJ:S, lim (1+ 2 +ij 1et
X

X—>+00 X X—>+00 X2 X—>+00 X—>+00 X X

lim (1—§+lj 1. Et comme Iim\& =\1=1 (continuité de la racine carrée en 1), il
X—>+00 X X

vient (composition) : Ilm /1+ +—_I|m 1——+l2:1.
X—>+00 X

Enfin (somme ) : lim [\/1+3+%+\/1—§+12]= 2.
X X

X—>+0

On déduit finalement de ce qui précede :

lim h(x)=g

X—>+00

Exercice N°3 (5 points)

On considere la fonction g définie sur R par :

2

X
g(x)=2-—-cosx
2
X2
1. La fonction g est la somme de la fonction x 2—?, continue sur R en tant que

fonction polyndme, et de la fonction x — —cos x, continue sur R comme opposée d’une
fonction continue sur R . On en conclut immediatement :

La fonction g est continue sur R .

2
. X . . R
2. Lafonction x+— 2—? est paire sur R en tant que fonction polyndme ne comportant que

des mondmes de degré pair et la fonction x — —cosx est paire sur R comme opposee
d’une fonction paire. Ainsi, la fonction g est paire sur R comme somme de deux
fonctions paires sur R .

La fonction g est une fonction paire sur R .

2
. X iy . . .
3. Lafonction x+— 2—? est dérivable sur R en tant que fonction polynéme. La fonction

X > —cos x est dérivable sur R comme opposée d’une fonction dérivable sur R . Pour
tout x réel on a alors :

g'(x):0—2x§—(—sin X) =—X+sin X
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La fonction g' est elle-méme dérivable sur R comme somme de deux fonctions

dérivables sur cet intervalle : la fonction polynéme x — —x et la fonction sinus. Pour tout
réel x, on a alors :

g"(x)=-1+cosx

Pour tout x réel,ona: —-1<cosx<1,d’ou: -2<-1cosx <0. Par ailleurs, la fonction g"
ne s’annule qu’aux points x, = 2kz (k € Z). On en déduit finalement :

La fonction g est strictement décroissante sur R .

4. Onaimmédiatement : g'(0)=-0+sin0=0. Comme la fonction g" est strictement
décroissante sur R, on en déduit immédiatement :

e Six<0,ona:g'(x)>0;

e Six>0,ona: g'(x)<0

On en déduit alors :

La fonction g est strictement croissante sur R et strictement décroissante sur R . .

5. La fonction g est continue sur R, car elle est continue sur R (cf. la question 1.). Par
ailleurs, d’apres la question précédente, elle est strictement décroissante sur cet intervalle.

2
Onaaussi : g(O)=2—%—cosO=2—1:1>%.

2
Enfin,ona: lim g(x)= lim [2_%_005)(}: lim {Xz (%_i_coszxﬂl

X—>+00 X—>+00 X—>+0 X 2 X
. .2 1
On a classiquement : lim —-= lim —=0.
X—=+0 X X—=+0 X

Comme VxeR’,-1<cosx<1,onaussi: VxeR’, -

X xS
, 1 .1 -
Etcomme : lim| —— |= lim — =0, le théoreme des gendarmes nous permet de
X—>+00 X X—>+0 ¥
. COS X . . (2 1 cosx 1
conclure : lim ——=0. Puis (somme) : lim| - -——-——|=—=
X—>+00 X X—>400 X 2 X 2

) . ) ) 2 1
Comme : lim x?, il vient finalement : lim {Xg(____cosxﬂz_w

X—>+00 X—>+00
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Le théoréme de la bijection nous permet alors de conclure :

L’équation f(x):% admet une unique solution « sur R, .

6. En tabulant la fonction h avec un pas égale a 1, on obtient : 1< a < 2.
En la tabulant ensuite avec un pas égal a 10, on obtient : 1,9 < < 2,0.

En la tabulant enfin avec un pas égal a 10, on obtient :

11,91< o <1,92|

A titre de complément, nous fournissons la courbe représentative de la fonction h :

y

1.51

2
X
y:2—?fcos(x)

15 1 05 0 05 1 15

-0.51

-1.54

-2.51
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