Mathématiques TS5 - 2015-2016
Suites numériques IE N°2 Mercredi 14 octobre 2015

Corrigé

Exercice N°1 (12 points)

Déterminer les limites de chacune des suites suivantes :

: 0 sin(nr)

u =sin(7n)+2n v =(=-2 n-+n Ww=—_\"7

n ( ) n ( ) i n n11+4n5+3
3 n+2

4,14 2‘5X(4) I 11x 2

I’n =-5x| — Sn = n tn = 2n n+l

T+l 6 ) 5x 27" —23x3

—11x g —5n

On a, pour tout n entier naturel : —1<sin(7n)<1.D’ou: -1+2n<sin(7n)+2n<1+2n,
c’est-a-dire : —1+2n<u, <1+2n.
Comme lim (—1+2n)=+o0, il vient (comparaison) : lim u, =+w.

n—+oo

limu, =+

nN—+00

Pour tout n entier naturel, ona: v, =(=2)" xv/n+n=(-1)"x2"x+/n+n.
L’inégalité de Bernoulli (cf. page 17 et 24 (suites géométriques) de votre livre) nous permet
d’écrire 2" =(1+1)" 21+n (on prend a=1).
Il vient alors :
o Sinestpair: (-1)"x2"xvn+n=2"x/n+n>(n+)x/n+n.

Ona lim [(n +1)x\/ﬁ+ n] = +o0 . Ainsi, les termes d’indices pairs de la suite sont
nN—+oo

arbitrairement grands (on écrit: lim v,, =+0).
n—+0

e Sinestimpair:
(—1)n><2”x n+n:—2”><\/ﬁ+n£—(n+1)x\/ﬁ+n

g e ft

Comme lim (1+1—ij:1+0—0=1 et lim (—n\/ﬁ):—oo, on peut affirmer que

n—>+% n n nN—+w

les termes de rangs impairs de la suite sont arbitrairement petits (on écrit
limv,, , =-0).

n—+oo
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Finalement :

La suite (v, ) n’admet pas de limite.

On a (trés !) classiquement, pour tout entier naturel n : sin(nz)=0 et donc w, =0.
D’ou, immédiatement : lim w, =0.

nN—+o0

limw, =0

nN—+w

. . . 4,14 .
La suite (r,) est une suite géométrique de raison — et de premier terme 5.
T+

Comme 7 +1> 4,14, il vient ie]—l; +1] puis, immédiatement :

T+

limr, =0

N—+oo

n+2 2 n n n
Pour tout entier naturel n, ona: 5x E =5x § X E =5X9>< E =£x E )
4 4 4 4 4 4 4

. 45 (3) S 3 o
La suite de terme général TX(ZJ est une suite géométrique dont la raison (Z) appartient a

nN—+o0 nN—+co

n+2 n+2
I’intervalle ]-1;+1[. Onadonc : lim {Sij :lzo puis lim {2—5{%) }:2—0:2.

: - 6) L 6
La suite de terme général —11x(gj est une suite géométrique dont la raison (E =1,2) est
6 n
strictement supérieure a 1. 1l vient donc immédiatement : lim (—j =400 pUIiS

nN—+co 5
lim {—11x(§j }:_oo.
n—+oo 5

Comme lim (~5n?) =0, il vient alors (addition) : lim [—11x(g] —5n2:|=—oo.

n—+00
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Onaalors:

- 3 "2 3 n+2
I 2-58) 7 e 2543
vision A 4
: = Jm—5
lim {—ﬂx(gj —5n2:|:—oo —11x() —5n?

lims, =0

n—+00

Un peu de manipulation de puissances désormais ou il convenait de détecter, au numérateur et
au dénominateur, la puissance dominante...

Pour tout entier naturel n :

3" —11x 2"

n = 2n el n n - n_ " !
5x 2 23x3 5)((22) —23%x3x3 5x4" —-69x%x3 4nx(5_69xjnj
2 n
) 1-44x| £
(3) X(aj
5—69><()
4

Comme ge]—l;+1[ et %e]—l;ﬂ[, il vient: lim (%) = lim (Ej =0.

Nn—>-+o0 4

On en déduit : lim {1—44x(§j ]=1—44x0=1 et lim |:5—69X(%j ]=5—69><0=5.

) 3" x 1—44><2—n
3" —11x2°x2" 3" —44x2" 3

n—-+%

nN—+o0

: 2Y' "
o 1‘4‘“{‘) R R
3 dlgon ||m 3 l 2 n
3 " N+ 3 " 5| multiplication ) 3 n 1_44X(3j
lim 5—69)([—] 5 5-69x 2 = |im (_j N9/
n—-+o0 4

n—+o
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Exercice N°2 (8 points)

Soit la suite (u, ), définie par :

1. Montrer par récurrence que I'ona: vneN,0<u, <1.

Pour tout entier naturel n, posons .%” :« 0<u_ <1 ».
Initialisation

Pour n=0, on a, par définition de la suite (un) , U, =1 qui appartient bien a I’intervalle
[0;1].

La propriété est donc vraie aurang n=0.
Hérédité

Soit N un entier naturel quelconque fixé.
On suppose que la propriété .5 est vraie, c’est-a-dire : 0<u, <1.

On veut montrer que ., est vraie, c’est-a-dire : 0<u,, <1.

Ona uy,, =U, —%x(uN ) =f (uy ) ou fest la fonction définie sur R par f:x— x—%x?

La fonction f est dérivable sur R en tant que fonction polynomiale et on a, pour tout x réel :

f ':x—>1—%x3x2 =1-x°

Comme 1-x% = (1-x)(1+x), il vient immédiatement :
o (x)=0< x=-1oux=1.
[ ]

f(x)
o f'(X)<0e=xe]-o;-1ouxell;+o.
f'(x)>0e=xe]-1;1].

On en déduit ainsi que la fonction f est strictement décroissante sur les intervalles ]—oo : —1] et
[1; +oo[ , et strictement croissante sur I’intervalle [-1;1].
En particulier, la fonction f est strictement croissante sur I’intervalle [0 ; 1] .Onadonc:
0<uy<le f(0)< f(uy)< (1)
1 2

Mais on a f(o)=0—3x03:0 et f(1)=1-=x==,
3 3 3
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D’ol: 0<uy <le f(0)< f(uy)<f(l)e0<uy, <

w(nN

Ainsi, onabien: 0<uy,, <1.Lapropriété ., estvraie.

Conclusion

Comme la propriéeté est vraie au rang n=0 et est héreditaire, on en déduit qu’elle est vraie
pour tout entier naturel n.

vneN,0<u, <1

2. Etudier le sens de variation de la suite (u,).

Ne pas se précipiter sur des « raisonnements classiques » (mais erronés... @) du type
« Comme f est strictement croissante sur [0;1] alors la suite (u,) est strictement

croissante. ».

. 1 3 3
Pour tout entier naturel n,ona: u,,, =u, —gx(un) SU,, —U, = —gx(un) .

Comme on a (cf ; la question précédente) : VvneN,u, >0, il vient: VneN, —%x(un)3 <0.

Onadonc: VneN,u,,, —u, <0, soit:

1 M n+l

La suite (u,) est décroissante.

3. Démontrer que la suite (u,) converge et calculer lim u,.

n—+w

A la premiére question, on a vu que la suite (u,) était minorée. A la question précédente, on a

établi qu’elle était minorée. Etant minorée et décroissante, la suite (un) est convergente.
Notons L sa limite.

Ona: limu,,=Ilimu =L et lim {un _%X(u“)ﬂ: L—%x L°.

n—>+oo n—-+o N—>+o0

e 1 . .
De I’égalité u,,, =u, —gx(un)3 valable pour tout entier naturel n, on tire :

limu,,=lim|u —%x(un)ﬂ , C’est-a-dire L = L—%x L2,

n—+oo n—+o00 |: n

Onaalors: L:L—%XB@O:—%XLg@L:O.

La suite (u,) converge et sa limite est nulle.
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