Mathématiques TS8 — Annee scolaire 2008-2009
Dérivation Jeudi 23 octobre 2008

« La tangente a plus de puissance que la sécante. »
Victor HUGO - Tas de pierres

Corrigé

Exercice N°1

Pour chacune des fonctions suivantes, calculer la dérivée (on ne justifiera pas la dérivabilité
de la fonction sur I’intervalle considéré) :

3_
:7X 8 sur R.

1. f(x)

La fonction f est une fonction polynéme.
Pour tout x réel, on a :

f '(x):%(7x3x2—0):%x2

2. g(x):—%+x4\/§ sur R,

On dérive g comme somme de deux fonctions, la deuxiéme fonction étant elle-méme un
produit. Pour tout réel x strictement positif, on a :

1 _2 3 4 1 6 3 X4
9'(X)=—-3x—+4x x~/X + X X ———= = —+4X X+
X 2Jx X 2%
3 3
=%+4X3 X+M=%+4X3&+&=%+2X3\/§
X 25 X 2 X2
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3-5x%
3. h(X):m sur ]1,+OO[

La fonction h est une fonction rationnelle. On la dérive comme rapport de deux fonctions
polynémes :
3-5x2  —10xx(X*+x*~2)—(3-5x")x(3x* +2x)
exi-2 (x3'+x2—2)2
10(x3 + X —2)+(3—5x2)(3x+2)
( 3, 2 2
X® + X —2)
10x% £20%7 — 20+ 9x + 6 —15x% ~20%°
(x3 +x° - 2)2
—5x° +9x-14
(x*+x* - 2)2
5x° —9x+14
(x3 +x° - 2)2

h'(x)

5x®-9x +14
X 2
(x3+x2 —2)

h'(x)=

4. j(x)=3(sin x+cosx)4 sur R.

La fonction j est la composée de la fonction x — sin x+cosx et de la fonction x — 3x*.
On a alors, pour tout x réel :

j'(x)=(cosx—sin x)x3x4(sin x+cos x)3 =12(cos x —sin x)(sin x+cos x)3

j'(x)=12(cosx—sin x)(sin x+cos x)3

5. k(x)=v3+tan®x sur R.

La fonction k est la composée de la fonction |: x > 3+tan® x et de la fonction racine
carree.
La fonction | est elle-méme la composée de la fonction tangente et de la fonction

X 3+ X2,

Onadonc: I'(x)=(1+tan2 x)><2tan X =2tan x(1+tan2 x).
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Il vient alors :

1 _tan X(1+tan’ x)

23+ tan? x - J3+tan? x

k'(x)=2tan x(1+tan2 x)x

_tan x(1+tan2 x)

k'(x)=
(%) \J3+tan? x

Exercice N°2

Pour chacune des fonctions suivantes, calculer la dérivée (on ne justifiera pas la dérivabilité
de la fonction sur I’intervalle considéré) et determiner son signe sur I’intervalle considéré :

1. f(x)=tan®x sur }_E;ﬁ{.
2 2

La fonction f est la composée de la fonction tangente et de la fonction x — x°.

La fonction tangente est dérivable sur }%%[ et prend ses valeurs dans R .

La fonction x — x* est dérivable sur R en tant que fonction polynéme.

La fonction f est ainsi dérivable sur }—%%{ etona:

fi(x)= 3(1+tan2 x)tan2 X

Sur R,ona: tanx=0< x=kx avec k € Z. On en déduit que sur I’intervalle

}—E;Z[,ona: tanx=0< x=0.
2 2

Pour x e }—%%[ —{0},onaalors : tan x>0 et donc tan’ x>0 et, a fortiori,

1+tan®*x>0.
Finalement :
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2. g(x):§+3x sur R,

La fonction g est dérivable sur R*" en tant que somme de deux fonctions dérivables sur
cet intervalle (la fonction inverse et la fonction linéaire x — 3x). Ona:

I P S (\@Hl)gﬁx—l)
X X X

(\/§x+l)(\/§x—l)

X2

(x)-

Ona: x>0=>x?>0 et x>0=+/3x+1>1>0. Le signe de la dérivée est donc celui de

la différence : v/3x—1 qui s’annule pour x =——. Il vient donc immédiatement :

J3
e Sixe ,i alors g'(x)<0 ;
}@{ g'(x)
el
. Slx>%alorsg() >0.

3. h(x )—tanx—ix sur }—E Z{
3 2 2

La fonction tangente est dérivable sur }—% g[ La fonction X+ —% X est dérivable sur

ce méme intervalle en tant que fonction linéaire.

La fonction h est donc dérivable sur }—% g[ comme somme de deux fonctions

dérivables sur cet intervalle et on a :

4 1 1 1
h'(x :1+tan2x——:tan2x——:(tanx——j(tanx+—j
(x) 3 3 J3 V3

1 . . . . .
Comme tan z = T et comme la fonction tangente est Impaire et strictement croissante

sur }_Z %[ on peut construire le tableau donnant le signe de h' (cf. page suivante).
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X _r _r z z
2 6 6 2
tan X ——— - - 0 +
V3
tan X+% - 0 + +
h'(x) + 0 - 0 +

On pouvait également dériver en utilisant I’autre expression classique de la dérivée de la
tangente :

ol 4 (1 2} 1 2
cos’x 3 lcosx +/3)lcosx /3

%{ la fonction cosinus prend des valeurs strictement positives. On a

| 3

Sur I’intervalle }
72'

'\>|*‘l N

1 2 . 1 2
donc: Vxe |- ——+—>0c¢et h'estdusignede —-——.
e} 2’ { cosx /3 J cosx /3

Or,ona:i 2 2 ﬁ—cosx.
COSX 3 3cosx| 2

3
Mais X2 = cosZ = cos| -Z |. On peut alors conclure comme précédemment sur le signe

de h'.
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