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CORRIGE

La calculatrice est autorisée.

[Exercice N°1 (6 points)|

Résoudre les équations suivantes :
In(x—1)xIn(x—2)xIn(x-3)x...xIn(x—n)=0
(n entier naturel non nul)
In(x*)=4x
In(e” —e* —2)=In(e* +4)+In2

> In(x-1)xIn(x—2)xIn(x-3)x...xIn(x—n) =0

Le produit comporte des facteurs de la forme In (x— k) avec k comprisentre L etn. lly a

donc n facteurs au total.
Le facteur In(x—k) est défini pour x—k >0, c'est-a-dire x>k soit x e |k ; +oc[ .
Ainsi, le produit est défini pour x dans :

L+ [N]2;+90[N..N]n=1;+0[ N ]n; +oo] =]n; +o0]

In(x-1)xIn(x=2)xIn(x=3)x..xIn(x—n)=0
< In(x-1)=00uln(x-2)=00uIn(x-3)=0..ouln(x-n)=0

Dans [1;+o[ ,ona: In(x-1)=0< x-1=1<x=2
Dans |2;+o ,ona: In(x-2)=0<x-2=1<x=3

Dans |n;+oo ,ona: In(x-n)=0<x—n=1<x=n+1

La seule valeur obtenue qui appartient a I’intervalle ]n ; +oo[ est n+1. C’est I’unique
solution de I’équation.

L équation In(x—1)xIn(x—2)xIn(x-3)x..xIn(x—n)=0
admet pour unique solution n+1.
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> In(x4)=4x

In(x“) existe pour tout réel x tel que x* >0, ce qui équivaut a x =0 puisque x* est un carré.
En d’autres termes, on résout I’équation dans R*.

Si est strictement positif, ona: In (x“) =4Inx et I’équation équivaut a Inx = x.

La courbe représentative de la fonction logarithme népérien est située sous la premiere
bissectrice (résultat du cours que vous n’étes pas tenus de justifier sauf... si on vous le

redemande ! ®) et le la coupe pas. L’équation n’admet donc pas de solution sur R, .

Si est strictement négatif, ona: In (x“) =4In |x| et I’équation équivaut a In|x| =X, Soit encore,
x étant négatif : In(—x)=x.
Votre calculatrice devait vous conduire a conjecturer (dans votre téte, sur votre brouillon,...)
que cette équation admettait une solution unique sur R” . Ecrire cette conjecture sur votre
copie eut été déja une excellente chose. Démontrons la.
Nous allons considérer la fonction ¢ définie sur R” par : ¢(x)=x—In(-x).
Cette fonction est dérivable sur R™ comme somme de deux fonctions dérivables sur cet
intervalle : I’identité et la fonction X+ —In (—x) . La fonction X+ —In (—x) admet pour

-1 -1

dérivée la fonction x+—» ——=—,
-X X

Onadonc: VxeR,¢'(x)= 1+_—1 >0 car x est strictement négatif.
X

On déduit de ce qui précéde que la fonction est continue et strictement croissante sur R .

Onaenfin:
lim x = —o0
X—>—00
i somme
XII?"}O(—X)—Jroo crpitin (cIn(-x)) =0 = lim (x=In(~x))= o
lim (=In X)) =—-o Xeyo0
X —>+0
Et:
limx=0
x—0
x<0
I- - =0+ somme
{5?( X) composition = leﬂg(x—ln(—X)):J,-oo
. = |Im(—|n(—x))=+oo x<0
lim (=1 X) =+ o
X>0
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Le théoreme de bijection nous permet alors de conclure que la fonction ¢ s’annule pour une
unique valeur & sur R”. Comme ¢(-1)=-1-In1=-1<0,0na: ae]-1;0[.

L’équation In(x*)=4x admet une unique solution & e ]-1;0[.

> In(ezx—eX—Z):In(eX+4)+In2

On doit d’abord déterminer les valeurs de x pour lesquelles les logarithmes sont bien définis.
On a facilement (éventuellement en résolvant d’abord : X*—-X —2=0)
e —e*-2=(e"-2)(e* +1). Commeona: VxeR,e* +1>¢e* >0, il vient e —e* 2> 0 si,

et seulementsi, *-2>0.0r, " -2>0<e*>2< x>In2.
Finalement : In(e® —e —2) est défini pour tout réel x de JIn2;+oo[ .

Commeona: VxeR,e"+4>e* >0, on en déduit immédiatement que In (eX +4) existe
pour tout réel x.

En définitive, on résout I’équation proposée dans ]In 2; +oo[ .
Pour tout réel x dans cet intervalle, ona:
In(e” —e"~2)=In(e* +4)+In2
eln(e™-e -2)= In[2><(eX +4)]
o - -2=2x(e" +4)

< e*-3e*-10=0

Ici encore, en posant X =e*, on se raméne & une équation du 2" degré : X2—-3X —10=0.
Détaillons sa résolution. Ona: A = (—3)2 —4x1x(-10)=9+40=49.

—(-3)-+49 -
D’ou les racines : X, = ( 2) 1 :327:—2 et Xzzﬂz
X

Onentire: X?-3X —10=(X +2)(X —5) puis: e -3¢ ~10=0< (e* +2)(e* -5)=0.

Commeona VxeR,e*+2>¢e">0, il vient:

5.

(ex+2)(ex—5)=0c>ex—5=0<:>ex=5©x:In5

Comme 5> 2, il vient (croissance stricte du logarithme népérien sur R"): In5>1n2.

L’équation In(e® —e*—2)=In(e* +4)+In2 admet pour unique solution : In5.
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[Exercice N°2 (6 points)|

Donner les fonctions dérivées des fonctions suivantes (on ne demande pas de déterminer leur
domaine de dérivabilité) :

f (x)=In(In(x)) g(x)=Iny1+x h(x)=¢e

> f(x)=In(In(x))
De la forme f(x):ln(u(x)) avec u(x)=1In(x) dont la dérivée est la fonction inverse.

La fonction u prend des valeurs strictement positives sur ]1; +oo[ et on a alors, sur cet
1

intervalle : f'(x)= u(x) In)((X) - xIn(x)

> g(x)=In V1++/x

On ne se précipite pas !

On écrit d’abord : g (x)=Iny1++/x :%In(1+\/§).

La fonction X — In(1+\/§) est de la forme Inu avec u(x)=1+\/§>0 et u'(x):#.
X
1
— u'(x)  2Jx 1
Elle admet donc pour dérivée : x = = .
u(x) 1++/x 24 (1++x)
1 1 1

On en déduit finalement : g'(x) =

=5X2\/§(1+\/§) ax (14x)

1

) )
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1+In1

> h(x)=e *
Ici encore, on regarde attentivement I’expression de la fonction et... on la « manipule » un
peu :

l+|n1 1 In1
h(x)=e *=e'xe *=ex=
X
. P o -1 e
Il vient alors immédiatement : h'(x)=ex—=-—-.
X X
e
h'(x)=-—
()=

Exercice N°3 (8 points)|

Soit a un réel strictement positif.

Onpose : f,(x)=+x-alnx.,

1. Determiner le domaine de définition .7 de f,.
2. Determiner les limites de f, aux bornes de .

(En +o0, ONn pourra poser x =«/§2. On rappelle que lim Inx_ 0)
X—>+0 Y

3. Calculer la fonction derivée f,' de la fonction f,.
4. Dresser le tableau de variation de la fonction f, .

5. Discuter, suivant les valeurs du réel a, le nombre de solutions de I’équation f, (x)=0.

1. La fonction racine carrée est définie sur R, et la fonction logarithme népérien est définie
sur R’ . On en déduit que la fonction f, est définiesur: R, "R, =R’ .

Le domaine de définition de f, est R, .
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2. On doit étudier les limites de la fonction f, en O (a droite) et en +oo.

- En 0 a droite.

Ona Iingﬁ =0=0 et Iing Inx =—oo. Comme le réel a est strictement positif, on en
X— X
x>0 x>0

déduit immédiatement : lim(aln x)=—co puis lim f, (x)=+o.
x»é) X%é)
X>! X>

> En +oo.
Ona: lim +/x =+ et, le réel a étant strictement positif : lim (aln X) =+o0. Nous avons
X—>+00 X—>+00

donc affaire a une forme indéterminée du type « oo —oo ».
En tenant compte de I’indication de I’énoncé, il vient, pour tout réel x strictement positif :

fa(x)zﬁ—aln(ﬁ2)=\/§—2aln\/_=ﬁ(l_zaln\/;]

Jx
Comme lim /X =+ et comme lim In_xzo’ il vient (composition) : lim Irl/\ﬁ =0.
X=>+0 X+ X X—>+0 X
prou: fim[1-2a"™Y% |21 2ax0-1,
X—>+0 \/;
Finalement (produit) : lim {\/;[1—% In\/\ﬁﬂ = lim fa(x):-i—oo.
X—>+00 X X—>+00

lim f, (x)= lim f, (X)=+e0
x>0

3. Pour tout x réel strictement positif, on a :

o L 1 Jx 2a x-2a
J(X)=———axs =YX 28
2% X 2X  2X 2X

vxeR’, f,'(x)= \/;2_ 2a
X

4. Avant de dresser le tableau de variation de la fonction f,, déterminons-en les variations.

_&—Za
2X

. Comme x est strictement

D’aprés la question précédente : VxR, f,'(x)

positif, on en déduit immédiatement que f,"(x) est du méme signe que son numérateur.

Or, le réel a étant strictement positif : Jx-2a=0</x =2a< x=4a’ et, lafonction
carrée étant strictement croissante sur R, : Jx—2a>0e+/x>2a e x> 42,
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On déduit de ce qui précede :
e Lafonction f," est strictement négative sur |0;4a” .
e f, '(4a2) =0.

e Lafonction f,' eststrictement positive sur ]4a2 ;+oo[.

La fonction f, estdonc :

e strictement décroissante sur ]O ; 4a2}

e strictement croissante sur [4&12 ;+oo[.

On déduit de ce qui précéde que la fonction f, admet sur R un minimum en 4a’.
La valeur de ce minimum est :

f,(4a%) =\/E—axln(4a2)= 2a-ax2In(2a)
=2a(1-In(2a))

Nous disposons désormais de tous les élements pour dresser le tableau de variation de la
fonction f,.

X —0 44* +®
1) - 0 +
+a0 +o
f

2ax(1-1n(2a))

Remarque : on a facilement :

lim f, (4a) =lim| 2a(1-In(2a))] = lim(2a-2axIn(2a))=0-0=0

a>0 a>0 a>0

Interrogation N°4 Corrige [7-10]



Mathématiques TS7 2014-2015
Logarithme népérien IE4 Mercredi 04 février
et exponentielle

5. Supposons f,(4a’)=2a(1-In(2a))> 0 (c'est-a-dire 1-In(2a)> 0, soit encore a<§).

Alors : VxeR, f,(x)>2a(1-In(2a))>0 : lafonction f, nes’annule pas sur R

Supposons f, (4a”)=2a(1-In(2a))=0 (c'est-a-dire 1-In(2a)=0, soit encore a:%).
Comme la fonction f, est strictement decroissante sur ]0;4a2] et strictement croissante
sur [4a2 ;+oo[, onaura : VX]O;4a2[, f,(x)> fa(4a2)=0 et

VX]4a2 ;+oo[ f,(x)> fa(4a2):0.

' a
Ainsi, la fonction f, s’annule pour x =4a’.

Supposons enfin que I’on ait f, (4a2) = 2a(1— In(2a)) <0 (c'est-a-dire 1-In(2a) <0,
. e
soit encore a > E)'

Raisonnons sur I’intervalle ]0 : 4a2} .

La fonction f, y est continue comme différence de deux fonctions continues.
Elle y est strictement décroissante.
Enfin : lim f, (x) =+ et f,(4a%)<0.

x—0

x>0

Or0e [ f, (4a2) ; +oo[, le théoreme de la bijection nous permet alors de conclure que
I’équation f, (x)=0 admet une unique solution dans Iintervalle ]0 ; 4a2[.
En raisonnant de la méme fagon sur I’intervalle [4a2 ; +oo[, on démontre que I’équation

f, (x) =0 admet une unique solution dans I’intervalle }4a2 : +oo[ )

Finalement :

e Si a<§, I’équation f, (x)=0 n’admet pas de solution.
e Si azg, I’équation f, (x)=0 admet pour unique solution x = 4a”.

e Si a>%, I’équation f, (x)=0 admet eux solutions : I’'une dans ]O;4a2[ et ’autre

dans ]4a2 : +oo[ .
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A titre de complément, commengcons par fournir les courbes représentatives de fonctions f,
pour différentes valeurs du paramétre a.

35

25 a=0,3

0.5

-0.5

On peut s’intéresser au lieu des points correspondant aux minimums des fonctions f, .

Onavu que I'on avait : f,(4a*)=2a(1-In(2a)).

Les points correspondant aux minimums des fonctions f, sont donc les points de

coordonnées (4a2 ; 2a(1—|n(2a))) avec a>0 . Comme +4a® =2a, ils appartiennent donc

. , . 1 L .

a la courbe d’équation y = ﬁ(l— In ﬁ) = \/;(1_5 In xj. Réciproquement, tout point de

coordonnées (x ; y) de cette courbe est le minimum de la fonction de paramétre a tel que
Jx

4a* =x soit: a=—.
2

On peut donc s’intéresser a la fonction ¢ définie par: ¢: x+— &(1—%In xj .
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Elle est dérivable sur R’ comme produit de fonctions dérivables sur cet intervalle :

(0'(x):L(l—%lnxj+\/§[0—%xlj:i(l_llnxj_\/;

2Jx x) 2x\ 2 2x
_L(l_lmxj_i__'”_x
2x\U 2 N
Onadonc:
e Sixe]0;q, Inx<0 et ¢'(x)>0.
e ¢'(1)=0.

e Six>1,Inx>0et p'(x)<0.

La fonction ¢ est donc strictement croissante sur ]0;1] et strictement décroissante sur
[1; +oo[. On en fournit ci-dessous la courbe représentative (en rouge).

35

25

0.5

-0.5

Remarque : la courbe représentative de la fonction ¢ coupe I’axe des abscisses au point
. 1 . X
d’abscisse x telle que ¢(x)= ﬁ(l—zln xj =0, soit Inx=2,dou x=¢?.

C’est I’abscisse du minimum de la fonction f, (courbe bleue).
2
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