Mathematiques TS8 — Année scolaire 2010-2011
Exponentielle et équations différentielles Mardi 7 décembre 2010

« Ce qui est simple est faux.
Ce qui est compliqué est inutilisable. »
Paul VALERY

Corrigé

Exercice N°1

1. Onaclassiquement: Vxe R, -1<sinx<1.

. . . 1 sinx 1
Pour tout x réel strictement positif, onaalors : ——<——<—
X X X
: 1 .1 - .
Comme: lim| —=|=lim ==0, le théoréeme des gendarmes nous donne directement :
X—>+00 X X—>+0 X
. sinx
lim——=0
X—>+400 X
. . o 1 _sinx_1
De fagon analogue, pour tout x réel strictement négatif, ona: - —>——>—
X X X
. 1 .1 s
Comme: lim| —=|= lim ==0, le théoréeme des gendarmes nous donne encore :
X—>—00 X X—=0 ¥
sinx
lim =0
X—>—00 X
. sinx sinx
lim ——=lim =0
X—>+0 ¥ X—>-0 X

) . sin x e ) . ,
2. Le numérateur de la fonction x — —— est défini sur R et sont dénominateur s’annule pour
X

x =0 unigquement. L’ensemble de définition de cette fonction est donc R*.
1
La fonction exponentielle est définie sur R . L’ensemble de définition de la fonction x i e*

est donc celui de I’argument de I’exponentielle, a savoir celui de la fonction inverse. Celle-ci
1

étant définie sur R*, I’ensemble de définition de la fonction x > e* est également R *.

En définitive, I’ensemble de définition de la fonction ¢ est I’intersection des deux
ensembles de définition obtenu ci-dessus : R*(1R*=R*.

7, =R*=1]-0;0[U]0; +o0
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. N . . sinx . .1
3. En —o, 0on a, d’apres la premiere question : lim ——=0. Par ailleurs, lim ==0 et
X—>-0 X X—-0 ¥

1

IXirrg)eX =1. On en déduit (composition) : lim ex =1.

H 1
: . . sinx =
Il vient alors (produit) : lim ——e* =0.
X——0 X

La courbe représentative de la fonction ¢ admet donc une asymptote horizontale d’équation
y =0 au voisinage de —o.

1

) , e . sinx .=
En +oo, on obtient des résultats similaires: lim ——=0 et limex =1.
X—>+00 X X—>+0
H 1
, . Sinx =
D’ou : lim —=e* =0.
X—>+00 X

La courbe représentative de la fonction ¢ admet donc une asymptote horizontale d’équation
y =0 au voisinage de +oo.

. , .. . . sinx .. _sinx
En 0 a gauche, on a d’abord la limite classique : lim——=lim——=1.
x47? X x=0 X
X<

: 1 : . . .1
Par ailleurs : lim—=—o0 et Xllm e* =0. D’ou (composition) : IlngeX =0.
—>—0 X—>

x—0
x<0 X x<0

: 1
A : . sinx =
On en déduit (produit) : Imgs—eX =0.
X—> X
x<0

La courbe représentative de la fonction ¢ admet donc un point asymptote quand x tend vers
0 & gauche : il s’agit du point de coordonnées (0; 0), soit I’origine du repere !

1.

R . .. sinx . sinx
En 0 a droite, on a encore : lim =lim =
x—0 X x—0 X

x>0
1 1
Par ailleurs : lim==+w et lim e* =+ . D’ou (composition) : lime* =+,
x—0 X >+ x—0
x>0 x>0
s .. sinx -
On en déduit (produit) : Img—ex = +00.,
X—> X

x>0
La courbe représentative de la fonction ¢ admet donc une asymptote verticale d’équation
x=0.

A titre de complément, nous fournissons ci-apres la courbe représentative de la fonction ¢.
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Exercice N°2

On pose, pour tout x de I’ mtervalle} % %{ ):em.
. geosx x f(0
Onaalors : lim _Ilm (x)= £ ( ) f'(0).
x—0 x—0 X—0
) , - T , SINX Jesx
Mais pour tout réel x de I’intervalle |-—;—| ,ona: f'(x)=- e .
P } 2’ 2[ () 2+/C0os X
N sin0 J—
D’ou: f'(0)=———=e""" =0,
( ) 2+/cos0
Finalement :
Jeosx _
imE——%_o
x—0 X

A titre de complément, nous fournissons ci-apres la courbe représentative de la fonction f.
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Exercice N°3

1. Ondoit vérifier : VxeR, f"(x)-2f"'(x)+2f(x)=0.
Pour tout x réel, ona:
f'(x)=e*cosx—e*sinx =e*(cosx —sin x)

f "(x)=e"(cosx—sin x)+e*(—sin x —cos x) = —2e*sin x

On en déduit, pour tout x réel :
f"(x)—2f"(x)+2f(x)=-2e"sin x—2e*(cosx —sin x)+ 2e* cos x
=e”(—2sin x—2c0s X +2C0S X + 2COS X)
=0

La fonction f est solution de I’équation différentielle : y"-2y'+2y=0.

2. Notons F une primitive quelconque de fsur R. Onadonc : Vxe R, F'(x)= f(x).

Comme: VxeR, f (x)z—% f"(x)+ f'(x),onadonc VxeR, F'(x):—% fr(x)+ f'(x).
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Mais : —%f"+f'=(—%f'+fj . On en déduit alors : F=—%f'+f+C,oUCestune

constante réelle quelcongue. C'est-a-dire, pour tout x réel :
F(x):—% £1(x)+ f (X)+C
= —%ex (cosx—sinx)+e*cosx+C
1, .
:Ee (—cosx+sinx+2cosx)+C

:%ex(cosx+sin x)+C

Les primitives de la fonction f sur R sont les fonctions F définies sur R par :

X F(x):%ex(cosx+sin x)+C

ou C est une constante réeelle quelconque

3. Soit G la primitive cherchée. D’aprés la question précédente, elle est de la forme :
G:x H%EX(COSX—FS“’] x)+C
D’aprés I’énoncé, G doit vérifier : G (%j =0.
Ona:

Finalement :

La primitive de la fonction f qui s’annule pour x :% est la fonction G définie par :

T

G:Xx |—>%eX (cosx+sin x)—72e4




