Mathématiques TS8 — Année scolaire 2013-2014
Logarithmes Jeudi 13 mars 2014

« Espéce de logarithme ... »
Le capitaine Haddock dans « Objectif Lune » HERGE

CORRIGE

Exercice 1 — Question de cours (2 points)

Rappeler et démontrer la propriété algébrique fondamentale du logarithme népérien.

Il s’agissait bien stir de la propriété : vae R}, vbeR’,In(ab)=In(a)+In(b).
Cf. le cours.

Exercice 2 (1,5 point)
Montrer que, pour tout réel x strictement positif, on a :

X _ s
In(e +3x)—x_ln(1+3exj

On note d’abord que pour tout réel x strictement positif, ona: e* >0 et e*+3x>0. Nous
pouvons donc « tranquillement » manipuler les logarithmes népériens ...

On pouvait partir du membre de gauche :
In(e*+3x)-x=1In(e*+3x)—In(e") = In[e tng - In[e—x+3—)x(J= In(1+31Xj
e e’ e e
ou du membre de droite :

In(1+3§xj = In[ex;SXJ = In(eX +3x)— In(ex)
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Exercice 3 (2,5 points)

Résoudre :
In(x—13) > 2In(x+3)

In(x—13) est défini si, et seulement si : x—13>0, c'est-a-dire x >13.

In(x+3) est défini si, et seulement si : x+3>0, c'est-a-dire x >-3.
Ona:

X>13
< X>13
X>-3

On résout donc I’inéquation dans I’intervalle : ]13 : +oo[.

Pour tout réel x strictement supérieur a 13, on a :
In(x—13)>2In(x+3)
< In(x-13)> In[(x+3)2}

<::>x—132(x+3)2
< Xx=13>x*+6x+9
< X2 +5x+22<0

Le discriminant A associé au trinéme x° +5x+22 vaut : A =5*-4x1x22=25-88=-63.
Puisqu’il est strictement négatif, le trindme x> +5x+ 22 ne s’annule pas et garde un signe
constant, celui du coefficient de « x? » qui vaut 1. Onadonc : VxeR, x> +5x+22>0 et
I’inéquation n’admet pas de solution.

L’inéquation In(x—13)>2In(x+3) n’admet pas de solution.
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Exercice 4 (4 points)

On considere la fonction f définie sur R, par: f (x)=In(x+3e*).
On note &~ sa courbe représentative dans un repére orthonormé.

1. Déterminer lim f(x).

X—>+00

2. Montrer que f(x)—(x+|n3):ln(1+%).En déduire le signe de f (x)—(x+In3).

Calculer lim [f (x)—(x+In 3)] Donner une interprétation graphique du résultat obtenu.
X—>+00

Etudier les variations de fsur R, .

Déterminer I’équation réduite de la tangente .~ a & au point d’abscisse 0.
Dresser le tableau de variation de f.
Représenter, dans un méme repére, .7, & et ladroite d’équation y =x+1In3.

=en @l gs @8

Question 1.

On a immédiatement :

Xl_l)rﬂc X=00| somme .
= lim (X + 36)() = +00 | composition

lim 3e* = +o0 x>0 = lim |n(X+3eX):+oo
X—>+00 X—>+00
lim In X =+
X >+
Finalement :
lim f (x)=+0
X—>+0 ( )
Question 2.
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On a bien :

VxeR,, f(x)—(x+ln3):ln(1+3)e(xj

Comme x est positif, on a: % >0,dou: 1*% >1 et donc (croissance de la fonction
e e

logarithme népérien) : In (1"’3ij >In1=0.
e

En définitive :
vxeR,, f(x)-(x+In3)= In(1+ 3Xxj20
e
Question 3.

X—>+0

On a, d’aprés la question précédente : lim [ f (x)—(x+In3)]= lim In[l+3%j.

. , . X . X
Par croissance comparée, ona: lim—=0 etdonc: lim|1+— |=1+0=1.
x—>+o0 @¥ 3e*

X—>+00

Comme Iximlln X =In1=0 (continuité de la fonction logarithme népérien en 1), on a

X—>+00

(composition) : lim In(1+3ixj=0.
e

lim [ f (x)—(x+In3)]=0

X—>+0

On en deduit que :

La courbe représentative de la fonction f admet au voisinage de +oo
la droite d’équation y = x+1In3 pour asymptote.

Question 4.

Pour tout x réel positif, on pose u(x)= x+3e".
La fonction u est dérivable sur R, comme somme de deux fonctions dérivables sur cet
intervalle et on a facilement : Yxe R, u'(x)=1+3e".
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u'(x)  1+3¢"
u(x) Cox+3e*

On en déduit alors immédiatement : Vxe R, f'(x)=

Pour tout x réel positif, ona: e* >1 etdonc 1+3e* >4>0 et x+3e*>3>0.
D’ou: vxeR,, f'(x)>0.
Ainsi :

La fonction f est strictement croissante sur R, .

Question 5.

L’équation réduite de .7~ s’écrit: y = f'(0)x(x—0)+ f (0)=f'(0)xx+ f(0).

1+3xe’ 4
Ona: f(0)=In(0+3xe’)=1In(3x1)=In3 et f'(0)= =—.
L’équation cherchée s’écrit donc : y =%x +1In3.

4
f:y:§x+ln3
Question 6.
A partir des éléments précédents, on obtient facilement :
X 0 +ao

f (x} +

In3
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Question 7.

Cy=In(z+3
y=z+In3

35

7:y:%x+ln3

25
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