Mathématiques TS8 — Année scolaire 2013-2014
Calcul intégral Lundi 31 mars 2014

« La passion est une existence primitive ou,
si vous le voulez, un mode primitif d’existence. »
David HUME — Traité de la nature humaine

CORRIGE

Exercice 1 (4 points)

Déterminer les primitives, sur I’intervalle considéré, de chacune des fonctions suivantes :

o F(0)=2XX T g g
X
e g(x)= X +X sur R.
12¢/x* +2x* + 21
Ona: f(x):wz—Sxa+§—13:—5x3+§—7x’3.
X X X X

On considére une primitive de chacun des termes et on ajoute une constante. Les primitives de f
sur R’ s’écrivent alors :

F(x)=—5xlx4+6xlnx—7x x’3*1+C=—§x3+6Inx+L2+C
4 4 2X

-3+1

Les primitives de la fonction f sur R’ sont les fonctions de la forme :
F(x)=—§x4+6lnx+L2+C
4 2X

ou C est une constante réelle quelconque.

Posons u(x)= x*+2x% +21.

La fonction u est définie sur R (et, soit dit en passant, y prend des valeurs strictement positives)
ety est dérivable en tant que fonction polyndme.

Pour tout x réel, ona: u(x)=4x*+4x = 4(x3 n x).
1

. X3+ x 24X 1 u(x)
insi: g(x)= = T8 Ju(x)
Ainsi : g(x) 12Ux +2¢ +21 12 Ju(x) 48 Ju(x)
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Les primitives de g sur R s’écrivent alors :

G(X)Z%XZJU(X)-FC=2—14\/X4+2X2+21+C

Les primitives de la fonction g sur R sont les fonctions de la forme :
G(x)=i\/x4 +2x°+21+C
24

ou C est une constante réelle quelconque.

Exercice 2 (6 points)

Pour chacune des fonctions ci-dessous, déterminer la primitive sur I’intervalle considéré et
vérifiant la condition initiale :

o r(x)=(3x-7)" sur R avec x, =3 et y, =1.

sur R avec on% et y0=eﬁ.

2sinx

e s(x)=cosxxe

r(x) estde la forme (u(x))4 avec u(x)=3x-7.
Comme u'(x)=3, on peut écrire : r(x)=(3x-7)" =%><3><(3x—7)4 =%xu‘(x)x(u(x))4.
Les primitives de la fonction r sont donc les fonctions de la forme :

1><(u(x))4+1 +C =%(3x—7)5 +C

R:X 1>< !
3 4+
ou C est une constante réelle quelconque.

On cherche alors C de telle sorte que : R(3)=1.

OnaR(3)=1e = (3x3-7)f +C=le> tx24C=leC=1-2= 1T,
15 15 15 15

En définitive :

La primitive sur R de la fonction r: x +— (3x—7)4 et qui prend la valeur 1 pour x =3

est la fonction définie par :

R:xn—>i(3x—7)5—E
15 15

Pour la fonction s, posons u(x)=2sinx.

Onaalors: u'(x)=2cosx eton peut écrire : s(x)=%u‘(x)e“(x).
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Les primitives de la fonction s sont donc les fonctions de la forme :

S:XHleu(x)_FC ZEEZSinx_'_C
2 2

ou C est une constante réelle quelcongue.

On cherche alors C de telle sorte que : S (%) =g,

sinf xﬂ
Ona S(%)zeﬁaéez 4+C:eﬁ<:>%e2 2 +C:eﬁ<:>%eﬁ+C:eﬁ<:>C:%eﬁ.

En définitive :

La primitive sur R de la fonction s: x — cos xxe*"™ et qui prend la valeur eV pour XZZ

est la fonction définie par :

S : X1 Loty Lo
2 2

Exercice 3 (4 points)

1. Vérifier que la fonction F:x Ly x—%(x—l)(x+1) est une primitive sur R’, de la

fonction f :x+ xInx.
2. Calculer la valeur moyenne de la fonction f sur I’intervalle [1; e] :

1. Pour tout x réel strictement positif, ona: F(x) = %xz In x —%(x2 -1).
La fonction F est dérivable sur R, comme somme de deux fonctions dérivables sur cet

. . 1 R L * .

intervalle : la fonction x i~ EXZ Inx (elle-méme dérivable sur R, comme produit de deux
- 7 = * - ~ 1

fonctions dérivables sur R, ) et la fonction polyndme x — _Z(XZ —1) ).

D’ou, pour tout x réel strictement positif :

F'(X)=%(2xlnx+x2xlj—%x2x=xIn x+§—§=xlnx
X

On a bien :

La fonction F est une primitive de la fonction f :x— xInx sur R’,.
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2. Soit m la valeur moyenne cherchée.
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Exercice 4 (6 points)

Calculer les intégrales suivantes :
. Eh(x)dx ol h(x)=5sinx(3+cos x)3.

e2t

In3 N
[ an (D(t)dt ou (D(t)zm

Posons u (x) =3+cos x, définie et dérivable sur R.

On a immédiatement, pour tout x réel : u'(x)=0-sinx=-sinx.

On en déduit : h(x)=5sinx(3+cos x)3 = —5x(—sin x)x(3+cos x)3 =—5xu'(x)x(u(x))3 .

On en déduit alors que la fonction H : x > —5x 31 1><(u (x))3+1 = —%(3+cos x)* estune
+

primitive de la fonction h sur R .
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Onaalors:

NN

J'O?h(x) dx = J?Ssin x(3+cos x)3 dx = {—%(3+cos x)ﬂ

5 = [ 5 4
=—=|3+cos— | —y——(3+cos0)
4 2 4

0

=253+ 2x 4t =2 (814 256) =
4774 s

_875
4

J?h(x)dx :J'OESsin x(3+cosx)3 dx =%= 218,75

Posons maintenant u(t) =e* +3, définie et dérivable sur IR .
On a immédiatement, pour tout t réel : u'(t) =2e* +0=2e™.
e’ _1 2" 1.u '(t)
e*43 2 e*43 2 u(t)'
Comme ona u(t)= e” +3> 0 pour tout réel t, on en déduit alors que la fonction

On en déduit : ¢(t)=

@t H%XM(U(I)):%XM(EZt +3) est une primitive de la fonction ¢ sur R .

Onaalors:

In3 mn3 @2 1 n3

Ilnzw(t)dt an e21+3dt={§xln(e2t+3)ln2
%Xln e2><|n3 ) ; In( 2><In2+3)
1 In3? In2
Exln(e +3)——x|n( +3)
;xln(9+3)——x|n(4+3) 2(|n12—|n7)
1,12
2 7

In3 In3 e2t 1,12
.|.In2 o(t)dt= .[lnz et +3dt _E|n7




