Terminales S BAC BLANC Mathématiques
Corrigé

Durée 4 heures.
La calculatrice graphique est autorisée.

Exercice 1 (commun)

A. Etude de fen +w

1 : L 2
1) Ona: lim==0 et lime* =e® =1. Par composition, il vient alors : limex =1.

X—>+0 ¥ x—0 X—>-+00

On a immédiatement ; lim X = +o0.

X—>+0

On en déduit finalement (limite d’un produit) :

1
lim xe* =400

X—>+0

2) a. Pour tout réel x strictement positif, on a :

1 1 -
f(x)-x-1=xex—x-1= x(eX —lj—lz € 1—1

b.Onadéjavu: lim 1:0.

X—>+00 X

X X 0

. .. e"=1 . e —e
Par ailleurs, ona : lim =[im =exp'(0)=exp(0)=¢e’ =1
x—>0 X x>0 x—0 p( ) p( )

(note : cette limite est censée étre connue des éléves et peut étre admise).

1 1
g . . ex-1 . .| ex-1
On en déduit (composition) : lim ——=1 et, enfin : lim —-1|=0.
ex ex

lim (f (x)-x-1)=0

X—>+00
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Du résultat précédent, on tire immédiatement :

La droite A d’équation y =x+1 est asymptote a la courbe 7 en +oo.

3) a. La fonction g est dérivable sur R comme somme de deux fonctions dérivables sur R :
la fonction exponentielle et la fonction polynéme : x+> —x—1.

Pour tout x réel, on a alors :
g'(t)=e"-1

Onaalors: g'(t)>0<e' -1>0<e' >1<1t>0.
Par ailleurs: g'(t)=0«<e'=1<1t=0.

Onadonc:

e Pour tout réel t strictement négatif : g'(t)<0 et la fonction g est strictement
décroissante ;

* 9'(0)=0;
e Pour tout réel t strictement positif : g'(t)>0 et la fonction g est strictement
croissante ;

On déduit de cette étude que la fonction g admet un minimum global pour t =0.
Or,ona: g(0)=e’-0-1=0.

On a donc, pour tout réel t: g(t)>g(0)=0, soit: e' —t-1>0.

Finalement :

VieR, e'-t-1>0

b. On déduit immédiatement de ce qui précéde que la courbe ~ est située au-dessus de la
droite A. En particulier :

\ Pour tout reel x strictement positif, # est située au-dessus de A.

B. Etude de fen —oo

On procéde de facon analogue a ce qui a été fait a la premiere question de la partie A.

.1 : L .2
Ona: lim==0 et I|rr(}eX =¢° =1. Par composition, il vient alors : lim ex =1,
—

X—>—00 X X X—>—0

Lycée Fénelon Sainte-Marie 2/15 Jeudi 17 décembre 2009



Terminales S BAC BLANC - Corrigé Mathématiques

On a immédiatement ; lim x=—o0.

X—>—00

On en déduit finalement (limite d’un produit) :

1
lim xe* = —o0

X—>—0

C.EtudedefenO

1) Limite a gauche en 0.

.1 : T .2
Ona: lim==-o0 et lime* =0. Par composition, il vient alors : lime* =0.

x—0 ¥ X—>—00 x—0
x<0 x<0

On a immédiatement : Iing x=0.
X—>

x<0

On en déduit finalement (limite d’un produit) :

1
limxex =0

x—0
x<0

Limite a droite en O.

.1 : e .2
Ona: |In3—:+oo et lim e* = +o0. Par composition, il vient alors : |Im0 eX =+00.
X— X—>

X—>+0
x>0 x>0

On a immédiatement : limx=0.

x—0
x>0

On a donc affaire & une forme indéterminée du type « cox0 ».

1

On peut écrire, pour tout x réel non nul : f (x)=xe* =

< || %

X

.1 . e . CN ey .

Comme lim==+w et lim—=+00 (croissance comparee), il vient finalement, par
x—=>0 X X—>+0 X
x>0

composition :

1
lim xe* = +oo

x—0
x>0
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2) La limite de la fonction f a droite en 0 n’étant pas finie, on en déduit immédiatement :

\ La fonction f n’est pas continue en 0.

Puisque la fonction f n’est pas continue en 0, on en déduit immediatement :

\ La fonction f n’est pas dérivable en 0.

f(x)-1(0)

3) Pour étudier la dérivabilité a gauche en 0, il convient d’étudier : Iirrg 0
X—> X —

x<0
_ 1
Pour tout réel non nul, ona: f(x)z S(O) = fg(x) =ex,

Or, on a vu a la question précédente que I’on avait : Iirrg ex=0.
X—>
x<0

On en déduit :

\ La fonction f est dérivable en 0 a gauche de nombre dérivé égal a 0.

4) D’aprés la question précédente, la demi-tangente T est horizontale (son coefficient
directeur est nul). L’équation réduite de T est donc: y=Kk ou k est une constante a

déterminer. Comme T passe par I’origine ( f(0)= O) , on a immédiatement : k =0.

Une équation de T, demi-tangente a # en 0(0;0) ,est: y=0.
T est la demi-droite correspondant aux points d’abscisses négatives de I’axe des abscisses.

D. Fin de I’étude de f

1) La fonction inverse est dérivable sur R’ et sur R”. La fonction exponentielle est
1
dérivable sur R. On en déduit alors que la fonction x> e* est egalement dérivable sur

R’ etsur R”.
La fonction identité est dérivable sur R’ etsur R’ .

On déduit finalement de ce qui précéde que la fonction f est dérivable sur R” etsur R .

Pour tout réel x non nul, on a alors :

1 1 1 1 1
f '(X)leex +Xx(—i2jxex :(1_£jex :X_lex

X
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La fonction exponentielle prenant des valeurs strictement positives, le signe de la dérivee

f ' est celui du rapport X—_l
X

On a immédiatement, en étudiant le signe du produit x(x—l) et en excluant la valeur O :

e Pour tout réel x strictement négatif : f'(x)>0 ;

e Pour tout réel x de I"intervalle ]0;1] : f'(x)<0 ;
1

e f'(1)=0 (etona: f(l)=1xe! =e);
e Pour tout réel x de I'intervalle J1;+oo : f'(x)>0.

e La fonction f est strictement croissante sur les intervalles ]—oo;O] et [1; +oo[ :
e Lafonction f est strictement décroissante sur I’intervalle ]0;1].

En tenant compte des limites obtenues précédemment, on obtient le tableau de variation :

2) On obtient la figure fournie page suivante.
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fix) =xe™(1/x)

Exercice 2 (commun)

1) Comme F est un primitive de f, F est dérivable sur [0;+ o[ et F’(x)= f(x).

Or, Vx>0, x*+1>0 donc F’(x) >0 etainsi :

F est strictement croissante sur [0; + oo |.

2) a) Prouver par récurrence surnque vneNN, (1+ a)n >1+na.

e Initialisation :
Pour n=0,0onal+0a=1et (1+ a)O =1>1+0a donc la propriété est vraie.

e Heérédite :
Supposons la propriété vraie a un certain rang n, soit (1+a)" >1+na.
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On veut alors prouver que (1+a)"* >1+(n+2)a. Or, comme a>0, a+1>0 donc
on peut écrire, grace a I’hypothese de récurrence :

(1+a)"™ =@1+a)"(1+a) > (1+na)(l+a)

Mais: (1+na)(l+a)=1+na+a+na?2=1+(n+1)a+na? etcomme na2>0,o0na:
(1+a)"™ >1+(n+Da+na2>1+(n+Da.

Ainsi, la propriété est vraie au rang n+1.

Finalement, la propriété est initialisée et héréditaire donc elle est vraie V ne N.

b)Si ¥V x>1, on pose x=1+a, on a a=x—-1>0 et le résultat précédent s’applique
Vv neN donc en particulier pour n=3, ce qui donne :

x*>1+3(x-1)=3x-2

En ajoutant 1, on obtient bien :

x*+1>3x-1 |

3) a) La fonction g est définie et continue sur [1;+ o[ en tant que composée de fonctions
continues, G est bien définie et dérivable sur [L; + o[ et il en va de méme pour F-G
avec :

(F-G)'(X)=F'(x) =G (x) =f(X) —g(x) =vx® +1—+/3x-1.

D’aprés la question précédente, on a x*+1>3x-1>0 sur [1;+o[ donc

VX +1>+/3x-1.

Ainsi, (F-G)’(x)>0 etdonc :

F—G est croissante sur [1; + oo |.

b) Ona F(1) = G(1) = 0.

Comme F-G estcroissante sur [1;+o[,0ona V x>1, F(X)—G(x)>F@Q)-G(@) =0
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4)

Soit :

F(x) > G(x)
c) g(x)=~+/3x-1= %3(3x—1)1/2 donc les primitives de g sur [1; + o« sont de la forme :

_1\1+%
L 13x-D)

2
+k=—(B8x-1+3x-1+k avec ke R.
3 1+% 9( ) ©

On veut G(1) =0 donc G(1)=§(3—1)\/3—1+k :¥+k=0 soit k :—¥ et ainsi :

G(x)= §(3x—1)\/3x— - 2 :

9

d)Ona lim (3x-1) =+ donc par composition, lim +/3x—1=+o00. Alors, par produit

X—> + 0

puis somme, on obtient :

lim G(x) =+ .

X—> 400

Comme V x>1, F(x)>G(x), le théoréeme des gendarmes (ou comparaison) permet de
conclure que :

lim F(x) =+ oo|.

X— + 0

Une équation de la tangente a C. au point d’abscisse 1 est donnée par :

y=FQx-1)+FQ)

Or, F(1) =0 et F’(1) =f(1) =+/2 donc I’équation recherchée est :

yzﬁ(x—l) .

Lycée Fénelon Sainte-Marie 8/15 Jeudi 17 décembre 2009



Terminales S BAC BLANC - Corrigé Mathématiques

5) D’aprés ce qui précéde, F est définie sur [1;+ o[, croissante de 0 a + «o et toujours au
dessus de sa tangente d’équation y = ﬁ(x—l) enl.

On peut alors déduire I"allure suivante pour C_ :

CF

Exercice 3 (commun)

1) En remplacant, dans I’équation fournie, les coefficients par leurs valeurs, on obtient :
5i'(t)+10i(t) = 20e™" sint
Soit, en divisant par 5 :
i"(t)+2i(t)=4e"sint

L’intensité i est bien solution de I’équation différentielle :

y'+2y=4e’'sint  (E)

2) Pourtouttréel,ona:

g'(t)=—e"(acost+bsint)+e™ (—asint+bcost)
=[(-a+b)cost+(-a-b)sint e
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On aalors:

g solution de (E)
o VteR, g'(t)+2g(t)=4e" sint
© VteR, [(—a+b)cost+(-a—b)sint]e” +2(acost+bsint)e™ =4e ' sint
< VteR, (-a+b)cost+(—a—b)sint+2(acost+bsint)=4sint
< VteR, (a+b)cost+(—-a+b)sint =4sint
{ a+b=0
-a+b=4

a=-b
=
2b=4

a=-2
=
b=2

La fonction g définie par :

g:t> —2(cost—sint)e™

est solution de I’équation différentielle (E).

3) Ona:

f solution de (E)
o VteR, f'(t)+2f (t)=4e"sint
o VteR, f'(t)+2f(t)=g'(t)+29(t
o VteR, f'(t)+2f(t)-g'(t)-29(t)=
o VteR, f(t)-g'(t)+2[ f(t)-g(t)]=
o VteR, (f-g)'(t)+2(f-g)(t)=0
& f—g solutiondey'+2y=0

On a bien :

f solution de (E)< f —g solutiondey'+2y=0 (E

4) Ona: y+2y=0<y'=-2y.

On a donc affaire & une équation différentielle de la forme y'=ay avec a=-2.
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5)

D’aprés le cours, les solutions de cette équation sont les fonctions de la forme : t — Ce ™,
ou C est une constante réelle quelconque.

Les solutions de I’équation (E) sont les fonctions de la forme :

t Ce™

ou C est une constante reelle quelconque.

D’aprés la question 3), I’intensité i du courant étant une solution de I’équation
différentielle (E), la fonction i—g est solution de I’équation différentielle (E'). Il existe

donc une constante réelle C telle que :
vteR, (i-g)(t)=Ce™
Onadonc:
VteR, i(t)=g(t)+Ce™ =-2(cost—sint)e™ +Ce™

Or, on précise qu’a I’instant t =0, I’intensité du circuit est égale a 2 ampéres. L’intensité
i(t) étant exprimée en ampéres, il vient donc :

i(0)=—2(cos0—sin0)e™®+Ce™®* =-2+C=2
On en tire immédiatement : C =4.

Il vient donc :

VteR, i(t)=-2(cost—sint)e™ +4e™*

Le temps étant exprimé en secondes, on a: t =10ms =10"s et I’intensité correspondante
dans le circuit s’écrit (la valeur approchée est la valeur arrondie au centieme d’ampeére) :

i(10?)=-2 (cos (107?)-sin(10°? )) e 1429 =1 96

L’intensité dans le circuit au bout de 10 millisecondes vaut environ 1,96 ampeéres
(valeur arrondie au centieme d’ampere)
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Exercice 4 (NON spécialité mathematiques uniquement)  [5 points]

1) « AM minimale » équivauta : « VP e 7", AP >AM ». Or, les distances étant des réels
positifs et la fonction carrée étant strictement croissante sur R, , on a I’équivalence :

AP > AM < AP? > AM?

On adonc:
« AM minimale »
o VPe s, AP>AM

S YVPe s, AP? > AM?
< « AM? minimale »

« AM minimale » < « AM? minimale »

2) Le point M appartenant a la branche d’hyperbole .7 ,ona: M (x;lj avec x>0.
X

Or, on a aussi : A(10). D’ou: m(x—l;lj.
X

Le repere considéré étant orthonormal, on a :

2 , (1Y 1
d(x):AMZ:HAMH =(x-1) +(;) :x2—2x+1+?

vxeR’, d(x)=x —2x+1+%

: . . 1
3) La fonction d est la somme de la fonction x > x* —2x+1 et de la fonction x > = .
X

La premiére est une fonction polynéme. Elle est donc dérivable sur R et donc, a fortiori,
sur R, .

La seconde est la composée de la fonction carrée et de la fonction inverse. La fonction
carrée est dérivable sur R et donc, a fortiori, sur R’ . Pour tout x réel strictement positif,

ona x°>0. La fonction inverse est dérivable sur R’, . On en déduit finalement que la

. 1 - .
fonction x+ —; est dérivable sur R, .
X

En définitive, la fonction d est dérivable sur R, comme somme de deux fonctions
dérivables sur cet intervalle.
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4)

Onaalors:

. 2 1 X' —x¥-1
vxeR’, d (x)=2x—2—F=2(x—1—Fj=ZT

Pour tout réel x strictement positif, on a : x> >0. On en déduit immédiatement que le
signe de I’expression obtenue ci-dessus est celui de son numérateur :

Pour tout réel x strictement positif, le signe de d'(x)

est celui de la fonction f définie par f :x+— x* —x*-1.

D’aprés la question précédente, pour étudier le signe de d'(x), il convient d"étudier celui
de f(x).

La fonction f est dérivable sur R’ comme fonction polyndme et on a :
vxeR’, f'(x)=4x"-3x* = x*(4x-3)

Pour tout x strictement positif, on a: x*> > 0. On en déduit que le signe de f '(x) est celui
de 4x—3. On aalors immédiatement :

e Si X€j|0;%|:, 4x-3<0et f'(x)<0;

g

e Si XGE;Jroo[, 4x-3>0 et f'(x)>0.

En définitive :

La fonction f est strictement décroissante sur I’intervalle }O;ﬂ et

strictement croissante sur I’intervalle E +oo[
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5) Onavu, a la question précédente, que la fonction f était strictement décroissante sur

I’intervalle }O;ﬂ . La conclusion est inchangeée si on travaille sur I’intervalle [O;ﬂ . Or,
f(0)=0-0-1=-1.Onadonc: VXE}O;%}, f(x)<f(0)=-1.

La fonction f ne s’annule donc pas sur I’intervalle }O;ﬂ .

: : : 3 . A
La fonction f est continue sur I’intervalle {Z; +oo[ en tant que fonction polynéme.

D’apres la question précedente, elle est strictement croissante sur cet intervalle.

On vient de voir que I’on avait : f (%) <0.

Enfin,ona: lim f(x)= lim (x*-x*~1)= lim x* = +o0.
X—>+00 X—>+00 X—>+00

Le théoreme des valeurs intermédiaires nous permet alors d’affirmer que la I’équation

f (x)=0 admet une unique solution, notée « , sur I’intervalle il%;ﬂx{.

En définitive :

L’équation f (x)=0 admet une unique solution, notée «, sur I"intervalle ]0;+oo] .

En tabulant la fonction f avec un pas égal a 1, on obtient d’abord :
l<a<?2
Puis, avec un pas égal a 0,1 :

13<a<l4

On obtient enfin, avec un pas égal a 0,01 :

1,38<a <139

(note : on pouvait aussi obtenir cet encadrement a partir d’une valeur approchée fournie
par la calculatrice)

6) D’apres la question 5),ona:
e Sixe]0ea, f(x)<0;
e f(a)=0;
e Sixe]a;+oo[, f(x)>0.
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On en déduit immédiatement :

La fonction d est strictement décroissante sur I’intervalle ]O;a] et

strictement croissante sur I’intervalle [a; +oo[ .

La fonction d admet un minimum pour X=« .

7) Ona: M(a;lj et m(a—l;lj. Comme o #1, la droite (AM) n’est pas verticale et
(04 (94

1

. . 1
on peut en donner le coefficient directeur : m=—%— = .
a-1 a(a-1)

Par ailleurs, la fonction inverse admettant comme dérivée la fonction : x> ——, le

coefficient directeur de la tangentea -~ en M vaut: m'= —iz.
o
Il vient alors :
1 -1 _—1+a3(a—1)_a4—a3—1_ f(a)

mm'”:mx(‘?j”:as(a-l)”‘ Fla-l)  a(a-l) a(a-1)

Le repére considéré étant orthonormal, I’égalité mm'+1=0 nous permet immédiatement
de conclure :

La droite (AM) est perpendiculaire a la tangente & -#~ en M.

FIN DU CORRIGE
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