BB1 TS 1516 CORRIGE
Exercice 1: (5 points)
1. a)0,25
lim 2x —2 =400, lim vVx = 4
x—+00 X—+00
Par somme

[lim f,(x) = +o]

b) 0,25 f; est dérivable sur [0; +oo[ et pour tout x > 0,

1
(x)=2+—
i (x) N
c) 0,5Pour tout > 0, f{'(x) > 0, d’ou f; est strictement croissante sur [0; +oo[. Ce qui donne le tableau de
variation :
X 0 + 0
400
2. a)0,5
x
lim 2x —2=+4o , lim — =4
X—+00 X—>+0 N
Par somme

i i) =]

b) 0,25+0,25f, est dérivable sur [0; +oo[ et pour tout x > 0,

, _ 1
fn (x) = 2+27’l\E

Pour tout de [0; +o[,2 > 0,n > 0,donc £, (x) > 0,
d’ou [f,, est strictement croissante sur [0; +oo[)

c) 0,75f, est continue et strictement croissante sur [0; +oo[.
De plus,
fn(o) = -2
et
lim f,(x) = 4o
x—+00

Or 0 € [—2; +oo[. Donc d’apres le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires appliqué aux
fonctions strictement monotones,
I'équation £, (x) = 0 admet une unique solution a,, dans[0; +oo[]

1
d) 0,25£,(0) = —2eet £, (1) =~
oroe(-2;—|.
D'ouf0 < a, < 1]

3. 0,750n sait que pour tout n entier naturel non nul, f,,(a,) = 0.

D’ou en particulier
Ja
Y= 00 (<2 + 2D D) = T

fro+1(@ni1) =0 2ap4 — 2 + ]

Or

Ant1

falani1) = 204 — 2 + n

d’ou
(—2ap41+2)(n+1)
n

fn(an+1) =20p41— 2+
soit



—20p4q + 2 — 2(1 —anyq)
n n

fn(an+1) =

Or pour tout n entier naturel non nul, 0 < a,, < 1, donc en particulier a1 < 1.
Il en découle immédiatement que 1 — a,,,; > 0 puis que

2(1 - an+1) >
n

soit £ (1) > 0]

0

4. a) 0,5 On sait que:
e falay) =0
o fo(@ne) >0

donc f(an41) > frlay)

Or f, eststrictement croissante sur [0; +oo[, et comme les images et les antécédents sont rangés
dans la méme ordre, on a nécessairement :

apiq >

D’oul [la suite (@) est strictement croissante|
b) 0,25La suite (a,) est croissante et majorée par 1 (0 < a, < 1), donc elle est

convergente.

) 0,50n sait que

=0=2a, - 2+—=0= =1-—
fn(an) Apn n an m

Ona
Iim 1=1

n—-+oo
0 < a, <1doncO0 < ./a, < 1 (stricte croissance de la fonction racine carrée sur [0; +o])
d’ot, comme 2n > 0, en divisant par 2n les membres des inégalités, il vient :

0 _J@ o 1

—_ -~ — O ~ —_
2n 2n < 2n < 2n < 2n
Or
1
lim 0= lim — =0
n—+0oo n-+oo 2n
D’ou, d’apres le théoreme des gendarmes,
. \/ an _
n1—1>I-|l—100 2n 0
Enfin par somme,
lim a, =1

Nn—+4 0o



Exercice 2 : (3 points)
1. 0,55

09
2. a) 0,5 « La personne contactée s’abonne a la version papier et a la version électronique » est
I'événement A N B.
p(ANB) =p(A) Xpy(B) =0,2%x0,4=0,08
La probabilité que la personne contactée s’abonne a la version papier et a la version électronique esﬂ

donc de 0,08.

b) 0,75 Les événements A N B et A N B forment une partition de B.
Donc en appliquant la formule des probabilités totales, on obtient :
p(B) =p(ANB) +p(ANnB) = p(A) X pa(B) +p(4) xps(B) = 0,2x0,4+0,8x0,1

c) 0,75Pour vérifier si A et B sont indépendants, comparons p(A N B) a p(A) X p(B).
p(ANB) = 0,08
p(4) x p(B) = 0,2 x 0,16 = 0,32

d’ou

On remarque que
p(ANB) #p(4) x p(B)
Donc |les événements A et B ne sont pas indépendants.l

On aurait pu aussi remarquer que p,(B)(= 0,4) # p(B)(= 0,16)

3. 0,5 « La personne contactée est abonnée a la version papier sachant qu’elle est abonnée a la version
électronique » estl’événement A sachant B.

p(AnB) 0,08
pp(A) = =
p(B) 0,16
pp(4) = 0,5

Si la personne contactée est abonnée a la version électronique, elle a une chance sur deux d’étre aussi
abonnée a la version papier.




Exercice 3. (3 points)
Soit g la fonction définie sur R par g(x) = —x + 3 cos x et Cysa courbe représentative dans un repére orthogonal.
Soit T la tangente a C4 au point d’abscisse 0 et T” la droite d’équation y = —x — 3

1. Montrons que pour tout réel x, T’ est en dessous de Cg et Cg en dessous de T

& Déterminons 1’équation réduite de T : 0,5 pt

G est la somme et le produit de fonctions dérivables sur R donc g est dérivable sur R et :
g'(x) = —1—-3sinx
On en déduitque g'(0) = -1 -3 x0= -1
Par ailleurs, g(0) = 3 donc I’équation réduite de Test: y = —1(x —0) + 3 soity = —x + 3
o Pour tout réel x, on a:
—1<cosx <1 donc —x—3 <—x-—3cosx <—x+3
—x—-3 <gx)<—-x+3
On a donc la droite 7" en dessous de Cg et la courbe C, en dessous de la droite T. 0,5 pt

2. Montrons que T est tangente a Cqen une infinité de points :
o Déterminons les points communs a T et C,
gx)= —x+3 & —x+3cosx =—x+3
S cosx =1
© x =0[2n] oux = 2km pourk € Z

Les points communs a T et Cq sont les points de coordonnées (2km ; —2km +3) pourk € Z 0,5pt

o Vérifions qu’en ces points, T est tangente a Cgy, c’est-a-dire que le nombre dérivé de g en ces points est bien égal au
coefficient directeur de T, soit —1 :

9'km) = —1 — 3sin(2kn) = —1
Donc T est tangente a Cqen une infinité de points de coordonnées (2km ; —2km + 3). 0,5 pt

3. Montrons que T* est tangente a Cyen une infinité de points :

& De méme que pour la question 2, il s’agit de résoudre : 0,5 pt
gx)=—x—-3 & —x—3cosx=—x—3
& cosx =—1
© x =1 [2n] oux =m+ 2kn pourk € Z

Les points communs a T” et C4 sont les points de coordonnées (r + 2km ; —(m + 2km) + 3) pour k € Z

o Vérifions qu’en ces points, T est tangente a Cy, ¢’est-a-dire que le nombre dérivé de g en ces points est bien égal au
coefficient directeur de T, soit —1 :

9'(2km) = —1 — 3sin(w + 2kn) = —1
Donc T’ est tangente a Cqen une infinité de points de coordonnées (m + 2km; —(m + 2kn) + 3) pour k € Z.
0,5 pt



Exercice 4 (5p)

2. a.

b.

1
d] =zd0+100=250

a —]d+] +70=445
1 —20 2(10 =

On obtient en sortie D = 250 et A = 420. Ces résultats ne sont pas cohé-
rents avec ceux obtenus a la question (1},

Le probleme de 'algorithme proposé est qu'il réutilise la variable D pour
le calcul de A alors qu’elle a été modifiée. On corrige cela en utilisant une
variable auxiliaire E, déclarée « nombre réel » dans l'initialisation :

Variables : n et k sont des entiers naturels
D, Aet I sont des réels

Entrée : Saisir n

Initialisation: D prend la valeur 300

A prend la valeur 450
Saisir la valeur de n
Traitement : Pour kvariantde 1 a n
E prend la valeur D

D
D prend la valeur 3 + 100

A E
A prend la valeur 5 - 5 +70

Fin de Pour
Sortie : Afficher D
Afficher A

Par définition, ona:

1 | 1
ep+) =dps1—200 = Edn —-100 = E{dn -200) = Een

1
La suite (e,)en est donc géométrique de raison 3 et de premier terme
eg = dp =200 =100.

n l n
D'apres la question précédente, ona e, = (%) ey = IOO(E] s
l n
D'Ofl (-','" = d" -200 = dn = 100(5) +200

1 3 L
CommeO<—<1,ona lim (—) =0puis lim d, = 200.
2 n—+oo\2 T+

La suite (dy) nen est done convergente vers 200.
2nt—(n+1)* = ((v"??— 1)n —I)((\f'5+ 1)n+ l).

D’apreés les résultats de premiére sur les trindmes du second degré, 2n* —(n+1)*

1 1
—— U N 2 — =2 4,
VZ2+1 V2-1

Donc, pour n entier supérieur a 3, on a 2n = (n+1)% =0, c'est-a-dire :

est donc positif pour n <

2n® = (n+1)%

Pour n = 4, on a bien 2* = 16 == 4> = 16 donc la propriété est initialisée.
Supposons qu'il existe un entier k > 4 tel que 2% = k%. En multipliant les
deux membres de I'inéquation par 2 et en utilisant le résultat de la ques-
tion précédente, on obtient :

2k 5202 > (k+1)2

La propriété est donc héréditaire.
Initialisée et héréditaire, la propriété 2" > n® est donc vraie pour tout en-
tier supérieur ou égal 4 4.

5)



c. D’apres la question précédente, si n est un entier supérieur ou égal a 4,
on 0 < n* € 2", En composant, cette inégalité par la fonction inverse, dé-
croissante sur &} et en multipliant par 100, on obtient alors ;

1 1 1\ 100n 100
< — € —= = 0<100n|=| € ——=—
2" T ne 2 n= n

d. D'apreés la question précédente et les théoremes d'encadrement

" 100
lim 100n (z) = lim — =0etd'apres les résultats sur les limites des

M= t00 n=—+00 n
suites géomeétriques de raison strictement inférieure a 1 en valeur absolue
: l n
lim |=] =0.
n—+oo\ 2

D’aprés les résultats sur les limites de sommes, on obtient alors :

lim ap = 340

n—=+o0

1.(0.25p) 2.a.(0.5p) b.(0.5p) 3.a.(0.5p) b.(0.5p) c.(0.5p) 4.a.(0.5p) b.(0.75p)c.(0.5p) d.(0.5p)



Exercice 5. Non spé(5 points)
Soit f la fonction définie sur R par f(x) = —x + Vx2 + 4 et C sa courbe représentative.
1. Montrons que pour tout réel x, f(x) > 0. 1pt
Pour tout réel x,m > 0.
Six < 0,alors —x > 0donc par somme : f(x) >0
Pour tout réelx, x>+ 4 > x?;
en particulier pour x = 0, on en déduit que \/m >x d'ou—x+ x?2+4>0 soit f(x) > 0.
2. Soit M et N les points de C d’abscisses respectives a et —a.
Les coordonnées de M et N'sontdonc: M (a; —a+ Va2 +4)etN (—a;a+ vaZ +4)

a) Montrons que les droites (MN) obtenues en faisant varier a sont parall¢les entre elles, c’est-a-dire que le
coefficient directeur de (MN) est indépendant de a :

Soit k le coefficient directeur de (MN) : 1 pt
f(a) - f(=a)
k=——F"—
a—(—a)
k_—a+ Vaz+4— (a+ Vaz +4)
h 2a
= =g =

On en déduit que, quelque soit a, les droites (MN) de coefficient directeur —1, sont paralléles entre elles.

b) Soit T la tangente a C au point M. Déterminons 1’équation de T :
Pour tout réel x,x? + 4 > 0 et la fonction racine carrée est dérivable sur R’

donc
X - \x? + 4 est dérivable sur R donc, par somme, f est dérivable sur R et
2x X
"W =-1+t—= -1+ ——
4 2Vx%Z + 4 Vx2 +4
On en déduit I’équation de T : 0,75 pt

y = (—1+ ﬁ)(x—a)+(—a+ VaZ + 4)

<a —Va? + 4) N ( 4 )
= | —— | x —_—
Y va? +4 va? + 4
De méme, pour 1’équation de T, tangente & C au point N, on a : 0,75 pt

y=(—l—ﬁ)(x+a)+(a+\/az—+4)
_<-a—m> =)
7T * +4

az+4

a?

On remarque que T et T ont la méme ordonnée a I’origine donc leur point d’intersection I est le point de
coordonnées :

4
o)
VaZ + 4
0,5 pt

Si a varie dans R*, alors Va? + 4 > 2 etdonc 0 < ﬁ < 2 : le point I varie sur le segemnt de 1’axe des ordonnées
entre O et 2. 1 pt



Exercice 6 spé (5p)
Partie A : généralités

1. Soit (x, y, 2) un TP; alors x* + y* = z2. Soit p un entier naturel non nul.
Alors p? x x* + p* x y* = p* x 2% ce qui équivaut a (px)* + (py)* = (p2)°.
Donc (px, py, pz) estaussi un TR,
2, Soit (x, y, 2)unTP.
On va utiliser deux résultats connus du cours : un nombre et son carré ont la méme parité, et la
somme de deux nombres impairs est un nombre pair.
x impair < x* impair
y impair < y* impair
Donc x, y et z ne peuvent pas étre tous les trois impairs.

} = x% + y* pair = z* pair < z pair

3. Pour cette question, on admet que tout entier naturel non nul n peut s'écrire d'une facon unique
sous la forme du produit d'une puissance a de 2 par un entier impair k: n=2% x k

a. La décomposition en facteurs premiers de 192 est 2° x 3; c’est aussi la décomposition de 192
au sens donné dans cet exercice.

b. Soient x et z deux entiers naturels non nuls, dont les décompositions sont x = 2% x ket z =
2P x m.

K= ki x% = FAR |2 i D i 200 gy R
z=2Pxm=— 22 =22 x m*

¢. Pour que les deux nombres 2x? et z7 soient égaux, il faut et il suffit que leurs décompositions
soient les mémes (puisque cette décomposition est unique) ; I'un a pour décomposition2**" x
k? et 'autre 28 x m?,
Ces deux décompositions ne peuvent étre les mémes car 2a + 1 est impair et 2 est pair.
Donc il n'existe pas de couple d’entiers naturels non nuls (x, z) tels que 2x* = 2%,

On admet que la question A - 3. permet d'établir que les trois entiers naturels x, y et z sont deux a deux
distincts. Comme de plus les entiers naturels x, y jouent un réle symétrique, dans la suite, pour tout TP
(x, y, z), les trois entiers naturels x, y et z seront rangés dans 'ordre suivant: x < y < z.

Partie B : recherche de triplets pythagoriciens contenant I'entier 2015

1. 2015=5x 13 x 31; on en déduit que 2015 =5 x 403.
On sait que (3, 4, 5) estun TP donc, d'aprés la question 1. (3 x 403, 4 x 403, 5 x 403) est aussi un TP,
Donc (1209, 1612, 2015) estun TP,

2. On admet que, pour tout entier naturel n, (2n+ 1)*+ [2n2 + 2n)2 = (2n2 +2n+ 1)2.
Si2n+1=2015, alors n = 1007.
Pour n=1007, ona: (2n® +2n)* =2030112 et (2n° +2n+ 1) +1=2030113.
Donc (2015, 2030112, 2030113) estun TP,

3. a. On cherche deux entiers x et z tels que : z° — x* = 403° <= (z—x)(z+ x) = 403%; or 403* =
169 x 961. Donc z* — x* =403* < (z—-x)(z+ x) = 169 x 961.

Les nombres x et z tels que ZEE=10) répondent a la question
sl z+x = 961 " P° q "
z=Xx = 169 2x = 961-169 2x = 792 X = 396
— —
Z4Xx = 961 2z = 169+ 961 2z = 1130 z = 565

Donc 565° - 396° = 4037,
b. D'aprés la question B 3.a) : 396° + 403 = 565° ; on en déduit que (396, 403, 565) est un TP
En multipliant par 5 on obtient le TP cherché: (5% 396, 5x403, 5x565) = (1980, 2015, 2825).

A)1.(0.5p) 2.(0.75p) 3.a.(0.25p) b.(0.75p) ¢.(0.5p) B)1.(0.5p)2.(0.5p) 3.a.(0.5p) b.(0.75p)



