Terminales S DTL N°1 Mathématiques

Corrigé

Exercice 1

1. Onad’abord (limite d’une fonction rationnelle) :

. x-1 . X o101
lim =lim—=Ilim===
X—>—0 4X + 2 X—>—0 4X X—>—0 4 4

) ] 1 1
Puis: limvx=,/=—==.
x—>i\/_ \/; 2

On en déduit alors (composition) :

lim f(x)=

X—>—0

N |-

2. Pourtoutxréel,ona: -1<sinx<1,d’ou: 0<sinx+1<2.

, . . o inx+1 2 1
Pour tout x réel strictement positif, ona 2x >0 et il vient alors: 0< 3! 2X+ sz— ==
X X X

.1 o
Comme : lim ==0, le théoreme des gendarmes nous permet de conclure :

X—>+0 X

lim g(x)=0

X—>+00

3. On peut procéder de diverses fagons.

X—1 _\/7_1 (\/;—1)(\/;+1) &

Avec x positif différent de 1, on a : = = =Jx+1
Jx-1 x-1 Ix-1
Comme : Iin}& = /1, on a finalement limh(x)=2.
On pouvait aussi remarquer : h(x)= x1_ 1
; NN
x—-1
La fonction racine carrée est dérivable en 1 et Iirr11 \/__1 n’est rien d’autre que la valeur
X—>. X_
de son nombre dérivé en 1, soit : lim x-1 = 1 = i.
x>l x—1 2\/5_ 2
En inversant, on retrouve : limh(x)=lim ! 1 2.
x—1 x—1 \/;_1 1
x—1 2
|XIE’11 h(x)=2
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4. Remarquons que I'ona: Iirr;(xz—7x+12)=32—7><3+12=9—21+12=O et

lim (x —3) =0. Nous avons donc affaire a une forme indéterminée du type « % ».

X—3

Comme précédemment, on peut procéder de diverses fagons.

Par exemple, comme 3 est racine de x> —7x+12, on peut factoriser par x—3 et on obtient
facilement : x* —7x+12=(x-3)(x—4).

2 — _
X —7x+12:(x 3)(x 4)=x—4.

Ainsi, pour tout réel x différent de 3, on a:

X—3 X—3
2_
Il vient alors : IimLerlz:Iim(x—4):3—4:—l.
s x=3 i

On pouvait, une fois encore, reconnaitre un taux d’accroissement : celui de la fonction
polyndme x — x> —7x+12 en 3 a droite. Or, cette fonction admet pour dérivée la
fonction : x+> 2x—7. Pour x =3, cette fonction prend la valeur : 2x3—-7 =-1. On
retrouve la valeur obtenue ci-dessus.

Ixigg r(x)=-1
x>3

5. Ona: lim(x*+3)=lim x* =+c0. Or, lim JX =+ . On en déduit, par composition :

X—»—0 X—>—0 X—>+0

lim /x*> +3 =+w. Par ailleurs, ona: lim (x+1): lim X = +0.

X—>+00 X—>+00 X—>+00

Nous avons donc affaire ici a une forme indéterminée du type : « — ».
o0

Pour lever I’indétermination, la forme du numérateur nous conduit a, classiquement,
factoriser. Pour tout réel x strictement négatif, on a :

2 3 3 3 3
Sz (1+x2j K 1+F —X 1+F 1+F

=551 - 1y 1) 1) 1
X| 1+— X| 1+— X| 1+—= 1+—
X X X X

Ona: lim i=O et lim (1+%j:1. Or, |irTll\/;=\/i=1. Il vient donc (composition) :

N

X——0 X X—>—00 X

lim /1+i2 =1.
X—>—0 X

Onaaussi: lim l=0 et lim (1+lj=1.

X—>—0 X X—>—0 X
1+i2
On en déduit (rapport) : lim —i( =1 et, finalement :
X—>—00 1+7
X

lims(x)=-1

X—>—0
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Exercice 2

. -1 .
1. Lafonction x— est continue pour toute valeur de x de son ensemble de

définition (en I’occurrence ]—oo : —15[ UE ; +oo{) comme composee de deux fonctions

de référence : une fonction rationnelle et la fonction racine carrée. On a alors

immédiatement :
2X — 2x1-1 1 1
Ilmf _Im = - | = _=
x—1 L\ X+15 1+15 16 4

x<1

Par ailleurs, on a : Iin?(\/x+3 — 2) = \/Z—Z =0. En 1 adroite, nous avons donc affaire a
une forme indéterminée du type : « % ».

Pour tout réel x strictement supérieur a 1, on a :

a2 (ra-2)(vrrase)
x-1 (x-1)(Vx+3+2)
X+3-4 B x—1

:(x—n(J§I§+2)_(x—n(JYI§+2)

f(x)=

1
_\/x+3+2

Il vient alors :

lim £ (x)=lim—~ =1 _ 1 _

1
Xl OLIx+3+2 V1+3+2 2+2 4

x>1

Comme : lim f (x)=1lim f (x)= f (1), on en déduit finalement :
o0y "y

La fonction f est continue en 1.

. R . 2x-1
2. En raisonnant a nouveau avec la fonction x — ? ,ona
X+

lim f(x)= lim |2t
Xk, x>k x>t x>7 X +15
2 2 2’
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Onaaussi: lim f(x)= lim (ax+3)=ax1+3=3+3.
1 1 1 2 2

Il vient alors :

1
X—= ><>l X—>=, X<= 2
2 2 2
=0=243
2
=2-3
2
Sa=-b6

La fonction f est continue en % si, et seulementsi,ona: a=-6.

: . . 1
3. On suppose dans cette question que I’'on a: a=-6. La fonction f est donc continue en >

D’apreés la premiére question, elle est aussi continue en 1.
La fonction x — —6x+ 3 est une fonction affine. Elle est donc continue sur R et, de fait

sur I’intervalle [0 : %[

- . . 2x-1 , . .
A la premiére question, nous avons vu gue la fonction x — ‘/ s était continue en tout
X+

point de I’ensemble ]—oo : —15[UE ; +oo[. Elle I’est donc sur I’intervalle El[

Enfin, la fonction x +— +/x+3 est définie et continue sur [-3; +oc[ comme composée de

fonctions continues. Il en va donc de méme de la fonction x — +/x+3 —2. Cette fonction
est donc continue sur I’intervalle ]1; + oo[.

La fonction x > x—1 est continue sur R et donc sur I’intervalle [1; + o[ en tant que
fonction polynéme.

Finalement, la fonction x — est définie et continue sur I’intervalle ]1; + oo[

VX+3-2
x-1
comme rapport de deux fonction continues sur cet intervalle.

Comme, d’une part, la fonction f est continue sur les intervalles {O ; %{ E;l{ et

. 1 s
]1; +oo[ et comme, d’autre part, elle est continue en > eten 1, on en déduit :

La fonction f est continue sur I’intervalle [0 D4 oo] )
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Exercice 3

1. Pour tout réel x de I’ensemble |- ; =1 U]-1;+o[ ona:

=y

2. On utilise ici le fait que la dérivée f' s’annule pour x=-3 et x =1. En utilisant
I’expression obtenue a la question précédente, on a :

f'(—3)=a—(_3+1)2 :a—z et f'(—:a):a—(lJrl)2 :a_z

Onadonc: f'(-3)=f'(1)=0< a—%:o .

Par ailleurs, ona: f(-3)=—6 et f(1)=2.

Or, f(-3)=ax(-3)+b+ — _3a+b- et f(l):ax1+b+i=a+b+£.
-3+1 2 1+1 2
Onadonc: f(-3)=-6< —3a+b—%:—6 et f(l)=2< a+b+%:2.
On a ainsi obtenu le systeme :
a-<=0
4
3a+b-S=-6
a+b+—=2
En raisonnant par équivalence, il vient :
C
a-—=0 _
4 c=4a c=4a
—3a+b—%:—6<:> —3a+b—4—;:—6<:> -5a+b=-6
c 42 3a+b=2
a+b+E:2 a+b+—=2
c=4a c=4a c=4a c=4x1
S b=5a-6< b=5a-6<-: b=5a-6<{b=5-6
3a+b=2 3a+5a-6=2 8a=38 a=1
c=4
Sib=-1
a=1
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Finalement :

Pour tout réel x de ]—oo; —1[U]-1;+o[,0na:

4
f(X)=Xx-1+——
(x)=x +x+1

3. On doit déterminer les limites de la fonction f a gauche en —1 et en +o.

On utilise I’expression obtenue a la question précédente.

Ona: lim(x+1)=0" et, de fait: |imi:—oo.

ey X+l
Par ailleurs : lim (x—l) =-1-1=-2.
x—>-1

x<—1

On en déduit (somme) : lim f (x) = lim (x—l+ij =—o0,
x—>-1 x—-1 X+1

x<—1 x<-1

Ona: lim (x—1)= lim x =+o0. Par ailleurs : lim i:0.

X—>+00 X—>+00 Xx—+0 X +1

On en déduit alors (somme) : lim f (x)= lim (x—l+ij =400,

X—>+00 X—>+o0 X+1

XILr__r}f(x):—oo et XILrEO f (X) =+

On a donc désormais :

X —0 -3 -1 1 +00
f'(x) + 0 - - 0 +
-6 —+00 +00
f \ /
—0 —o0 2

4. Pour tout x réel différentde —1,0na:

f(X)~(x-1) =X+ (x-1) =
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, - .4 .4
Comme on I’a vu précédemment, ona: lim ——= lim ——=0.
x40 X +1  xo—o X 4+1

On en déduit ainsi :

La courbe représentative #; de la fonction f admet comme asymptote

la droite &/ d’équation y = x—1 au voisinage de +o et de —oo.

Pour étudier la position relative de la courbe %, et de son asymptote ' , on étudie le

signe de la différence f (x)—(x—1), c'est-a-dire le signe de il
X+

- 4 - 7 - - - 4 H
Le signe de i1 est celui de son denominateur x+1. Il vient donc immédiatement :
X+

e Si x+1<0,c'est-a-dire x<—1,0na f(x)—(x—1)<O0 etlacourbe 7 estsituée

sous son asymptote & .
e Si x+1>0,clest-a-dire x>-1,0na f(x)—(x—1)>0 etlacourbe Z estsituée

au-dessus de son asymptote . .

Pour x < -1, lacourbe % est située sous la droite . &/ .
Pour x >-1, lacourbe % est située au-dessus de la droite & .

5. Ona:

x+1

x=-1
x#-1 x#-1
= 4 - -
m<|x+1| {400<|x+1| {400< x+1let—400> x+1

Xxz-1
=
399 < xet—-401>x

<0,01<:>i<0,01

| (%)= (x-1)[<0,01< o]

Les conditions 399 < x et —401 > x sont simultanément veérifiées en choisissant, par
exemple, |x| >401. Ainsi, A=401 convient (comme tout autre réel supérieur a 401 !).

Onadonc:

|X|>401=>|f (x)—(x~1)|<0,01

A titre de complément, nous fournissons page suivante une représentation graphique de la
courbe %, (en bleu), de son asymptote &7 (en rouge) et de I’asymptote verticale (en noir)

d’équation x=-1.
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et
Yy =XAria

18 16 -14 -12 -0 8 % 4 2 ))/ 2 4 6 8 10 12 14 16

101

12 A
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