Terminales S5/7/8 DTL N°5 Mathématiques

Corrigé

Exercice 1

1. Ona I, =j01(1—x)ede.

Posons :

ux)=1-x et v(x)=e".
Ces deux fonctions sont dérivables et :

wx)=—-1 et Vv(x)=e".
Les dérivées sont continues donc :

L =[a-xe ] - [ (-e")dx=—1+[ e"dx=—1+[e*] =-1+e-1.

Soit :
l,=e-2|
: * 1 1 n+1 4 X
2. SoitneN .Onal = .[(l—x) e’dx.
(n+1)!17o
Posons :

uxX)=1-x)"" et v(x)=e".
Ces deux fonctions sont dérivables et :
wx)=—(+DHA-x)" et V(X)=¢e".

Les dérivées sont continues donc :
1 n+ X n+ X 1 1 n X 1 n X
J‘O(l—x) ledx=[ (1-x)""e ]O—M—(nﬂ)(l—x) Je dx=—1+(n+1)j0(1—x) eXdx.
Soit :

" (n+1)!

n+1 ¢t N ox
:(nﬂ)!jo(l—x) e'dx—

[(n+1)j';(l—x)”exdx—1}

(n+1)!
1
(n+1)!

1 h X
:m_[o(l—x) eXdx —

Et donc on a bien :

o,
" (D) |
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3. D’aprés la question précédente, ona Vne N’ :

1
In+l_ nT
(n+1)!

Dongc, la suite (l,) . eststrictement decroissante.

4. Procédons par récurrence sur n :
Initialisation :

Pour n=1,o0na:

e—(1+l+i+...+lJ:e—(l+lj=e—(1+1):e—2.
11 21 n! 1!

Or, |, =e—2 d’aprés la question 1 donc la propriété est vraie au rang 1.
Hérédité :
Supposons la relation vraie au rang n.

1
AGES)IE

D’aprés la question 2, |, =1

Par hypothese de récurrence, |, =e— (1 + % +%+ +lJ .
! ! n!

Donc :

1 1 1 1 1 1 1 1
l,=e—|1+—+—+..+— |- =e—|l+—+—+...+—+ .
I 2! n') (n+1)! 1 2! n! (n+1)!

Et ainsi, la propriété est vraie au rang n+1.

Finalement, la propriété est initialisée et héréditaire donc elle est vraie Vne N'.

5. Soit neN". Vxe[0;1],ona:
0<1-x<1 < 0<(1-x)"<1.
Et par croissance de la fonction exponentielle :
e'<e'<e! o 1<e’<e.

Comme les inégalités précédentes ne mettent en jeu que des nombres positifs, on peut les
multiplier membre a membre pour obtenir :

0<(1-x)"e"<e |

Par croissance de 1’intégrale, on peut alors affirmer que Vne N’ :

Osj'ol(l—x)”exdxsjoledx.
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1
Et comme '[0 edx =e, on obtient en divisant par n!>0 :

6. Ona lim n!=+ oo donc lim = =0.

n—+ow n->+onl

Par le théoréme des gendarmes, la double inégalité précédente permet de conclure que :

lim I, =0 |

n—+ow

Or, VvneN', I, :e—[1+ll+—+...+l'} donc :
! n!

Soit :

. 1 1 1

lim | 1+—+—+...+— |=¢ |
N+ 1 2! n!
Remarque : Ce résultat permet de calculer des valeurs approchées de e assez facilement. En
effet, la suite converge trés vite. Rien que pour n =10, on obtient :

1+l+i+...+Lz2,71828180 et e~2,71828183.

1 2! 10!

La valeur de 1+%+%+...+1L0' donne donc les 7 premiéres décimales de e, ce qu’on peut

légitimement qualifier de bonne approximation !
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Exercice 2

l.a. Ona f(X)=1-x+InXx.

La fonction f est dérivable sur ]0;1] en tant que somme de fonctions dérivables sur cet
intervalle et :

Fro0 =141 =12%
X X
Sur ]0;1], f’(x)>0 donc f est croissante.
De plus, f(1)=1-1+1In1=0 et:
yf(l)(l -X)=1 Par somme
: = lim f(X)=—.
1111(1) InX=—o0 X0
On obtient alors le tableau :
X [0 1
0
f /
— o0

b. D’aprés ce qui précéde, f est croissante sur ]0;1] donc V xe€]0;1], f(X)< f(1).
Avec f(1)=0, on obtient, V x€]0;1] :

f(x)<0 |
2. VneN":
u,,—u,= 1+l+l+...+l+L—ln(n+1) - 1+l+l+...+l—lnn
2 3 n n+l 2 3 n
=1+l+l+...+l+L—ln(n+1)—1—l—l—...—l+lnn
2 3 n n+l 2 3 n
:L—ln(n+1)+lnn
n+1
= 1 +ln( n )
n+1 n+1
Et:

n n n n+1-n n 1 n
fl — |=1-———+1In = +1n = +1n )
n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1

Ainsi, on a bien Vne N’ :
n
u,,—u, = f(—j .
n+1
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Or, VneN', 0<n<n+1 donc O<L1<1 et comme f(X)<0 pour 0<x<1,ona:
n+

Ainsi ;

La suite (u,) . est décroissante |

1

3. a. Vte[k;k+1], % < M donc par croissance de 1’intégrale :

J-k+11d jkﬂldt

k+1 1 k+1 1 1
or, || Lt ——jk dt = (k+1-k) =+~ done V't e [k k+1] :
j“thsl .
Ct ok

b. ¥ n>2,on a, en écrivant I’inégalité précédente pour kK =1, k=2, ..., k=n-1:

jzldts1
U |
Tar<L
2t 2
J' " 1dt < R
n-1g n-1
En additionnant membre a membre, on obtient alors :
j —dt+ J' —dt+.. +j —dt<1+ +.. +L.
n-1 n-1

En utilisant la relation de Chasles sur les intégrales, on obtient bien :

nldt£1+l+...+L .
't 2 n-1
¢. Remarquons que Vn>2 :
1+1+ +L—1+1+ +L+l—lnn—l+lnn u, —l+lnn
2 n-1 2 n-1 n n n
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Par ailleurs :
“1 n
[, cdt=[Int]] =Inn.

La relation de la question précédente se réécrit alors :

1

1
Inn<u,——+Inhn < O0<u,——.
n

n

Ainsi, VNn=>2, onabien :

c
\Y4
S|

d. Onau =1>0etVnx>2, un21>0.
n

La suite (uU,) . est donc minorée (par 0) et elle est décroissante (d’aprés la question 2).

Ainsi :

(u,) .- estconvergente |

4. VneN, Vn:un—L et:

2n
1 1
Vig = Vo = Upy — —| Uy~
2(n+1) 2n
1 1
=U,, —U,+—-
2n 2(n+1)
1 1
=Inn-In(n+1)+ —+—-

1

+1 2n 2(n+1)

1 1 (n+1]
+ —In
2n  2(n+1) n

1
:l l+L1 —ln(1+lj
2|n 144 n
L n
=l l+1—L1 —ln(l+lj=g(l)
2In 144 n n
L n

1 1
S l-—— |—In(1 )
avec g(x) (X+ " X) n( +X)
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La fonction g est dérivable sur [0;1] en tant que somme de fonctions dérivables sur cet

intervalle et :
, 1 1 1 I+x)2+1-2(1+X X2
00— s L (xPl-204%) |
2 2(1+x)* 1+x 2(1+x)? 2(1+x)?

Sur [0;1], g’(X) =0 donc g est croissante.

Ainsi, V x€[0;1], g(x)>g(0) avec g(0)=%(1—1)—ln1=0,d0nc vV xe[0;1], g(x)=0.

Or, VneN, lE[O;l] donc v,,, -V, :g(ljzo et ainsi :
n n

La suite (v,) .. est croissante |

5.VneN,u,-v =u — un—L ~ L et tim 2-=0 donc:
2n) 2n 0o+ 2n

lim (u,—v,)=0.

De plus, on a vu que U est décroissante et V est croissante, donc :

Les suites (u,) . et (v,) . sontadjacentes |

Par le théoréme des suites adjacentes, les suites U et V convergent vers une méme limite et en
particulier, on retrouve bien le résultat de la question 3.d., soit :

(U,),_ estconvergente |
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Exercice 3

1. Décryptons I’énoncé :

e Dans le village, 20 % de la population a un rhésus négatif donc p(Rh—)=0,2.

Comme Rh+=Rh—-,ona p(Rh+)=1-p(Rh-)=0,8.

Parmi les villageois de rhésus négatif, 1 sur 5 est du groupe AB donc p,, (AB)=0,2.

Enfin, 2 % des villageois sont du groupe AB et de rhésus + donc p(AB"Rh+)=0,02.

p(ABNRh+) 0,02
p(Rh+) 0,8

On a alors pg,,(AB)= =0,025.

On peut ainsi compléter I’arbre :

=
T s
\

/
\

AB

&

Remarquons que dans toute la suite, 1I’événement « Dracula meurt» est le méme que
« Dracula mord un villageois de rhésus négatif ».

2. Dracula trépasse quand il mord un villageois de rhésus négatif donc la probabilité qu’il
passe I’arme a gauche est :

p(Rh-)=0,2.

3. a. Dracula trépasse en appréciant son diner s’il mord un villageois de rhésus négatif et du
groupe AB, donc la probabilité recherchée est :

P(ABARh-) = p(Rh-)p,, (AB)=0,2x0,2=0,04 .

b. La probabilit¢ que Dracula apprécie son diner est p(AB). Par la loi des probabilités
totales :
P(AB) = p(Rh-)p,, (AB)+ p(Rh+)p,,. (AB)
= p(ABNRh-)+ p(AB"Rh+)
=0,04+0,02
=0,06

4. Si Dracula ne croque que des villageois du groupe AB (car il sait reconnaitre le groupe
sanguin de ses victimes), la probabilité qu’il claque est alors :
P(ABNRh-) 0,04 2

P(AB) 0,06 3

Pas (Rh-) =
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5. La variable N représente le nombre de repas jusqu’au déces du Comte donc les valeurs
possibles de N sont entiére et strictement positives.

Sachant que Dracula ne se repait que des villageois du groupe AB et qu’il change de victime a
chaque repas, le nombre maximal de repas avant 1’agonie dépend fortement du nombre de
villageois du groupe AB inoffensifs pour le vampire, c’est-a-dire de rhésus +. Comme, il y a
2 % de villageois de ce type et 100 villageois, cela donne 2 personnes AB+.

Au pire (ou au mieux pour lui!), le Comte sucera le sang de ces 2 villageois AB+ les deux
premiers soirs, mais alors le troisieme soir lui sera fatal. Ainsi, N vaut au plus 3 et
finalement :

N=1,20u3|

6. D’apres les données, il y a 20 villageois de rhésus négatif dont un cinqui¢me (soit 4) sont
du groupe AB. En tout, il y a donc 4 + 2 = 6 villageois du groupe AB.

Le premier soir, Dracula a alors 4 chances sur 6 de mourir (soit 2 chances sur trois). Si ce
n’est pas le cas, cela veut dire qu’il aura sucé du sang AB+ le premier soir, donc qu’il reste 4
villageois AB— et un seul AB+ donc le deuxiéme soir, il a encore 1 chance sur 5 de survivre.

Appelons M I’événement « Dracula meurt ». On peut construire 1’arbre suivant :

M M
1
o . )
Le premiére branche correspond a N = 1, de probabilité 3
. . .1 4 4
La deuxiéme branche correspond a N = 2, de probabilit¢ —x—=—.
3 5 15
La troisiéme branche correspond a N = 3, de probabilité %x % x1= % .

On a ainsi la loi de N :

N|1]2]4
241
SN ET

7. Le nombre moyen de repas au bout duquel Van Helsing peut espérer voir le Comte
Dracula s’éteindre définitivement correspond a I’espérance de N, soit :

E(N) :1x2+2xi+3xi:1,4 repas |
3 15 15
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