Mathématiques spécialité
Puissances de matrices

TS5-7 —2012-2013
Mardi 14 mai 2013

Vous pouvez traiter les exercices dans I’ordre de votre choix.
Le baréme est donne a titre indicatif.
La calculatrice graphique est autorisée

CORRIGE

Exercice N°1

On considére les matrices :
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1. Montrer par récurrence que I’on a, pour tout entier naturel n non nu

N" =

N et R"

=R.

Pour tout entier naturel n non nul, on pose : .#

¢« N" =

N

Initialisation.
Pour n=1, on a immédiatement :
La propriété .4 est donc vraie.

Heérédité.

Soit n un entier naturel non nul quelconque fixé. On suppose .4’ vraie, c'est-a-dire N" =

On aalors:
Nr‘l+l:NXNr‘l
=NxN
= N?

Or:

8
1

-

NZ
8
1

1
3,
11

i)
(11 11)

“Ble Ble Bl gl

N" =

8

11
8

11
8

11
8

11

N'=N.

».

N .

(d'apres I'ypothése de récurrence)
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Finalement,ona: N™ =N?=N .

La propriéte ., est vraie.

Conclusion.

La propriété . est vraie pour tout entier naturel n non nul.

vneN* N"=N

De facon analogue, on montre que ’on a :

vneN* M"=M

1

2. Montrer par récurrence que 1’on a, pour tout entier naturel nnonnul : M" =N +—R.
Pour tout entier naturel n non nul, onpose: . :« M" =N +%R ».
Initialisation.
Pour n=1,o0na:
N + 1 R:N+iR
12" 12
3 8 8 8 3 1 8 8
— — — = — X — ————X—
:1111+i11 11)_j11 12 11 11 12 11
3 8| 12y 3 3 3 1 3 8
— — -— = ———X— — 4 —Xx—
11 11 11 11 11 12 11 11 12 11
Lol @xazv8)  Exlizn 1 8l
(1112 11 12 _[11x12 11x12
i><i><(12—1) i><i><(8><12+3) Sl
11 12 11 12 11x12 11x12
44 8x11) (4 8) (1 2
_[11x12 11x12|_|12 12| _[3 3
3x11 99 3 9 13
11x12 11x12 12 12 4 4
=M
La proprieté .# est donc vraie.
Hérédité.
Soit n un entier naturel non nul quelconque fixé. On suppose . vraie, soit M" =N +%R.
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Il vient alors :
Mn+1=MXMn
=M x( j (hypotheése de récurrence)
~MxN +% M xR (distributivité)
Or:
1 2y(3 8) (1, 383 2 3 1.8 2 8) (3 8
_33 11 11)_}3 11 3 11 3 11 3 11 _|11 11|_
MxN = = =N
EE 3 8/ (1,333 1838/ |3 8
4 4 11 11 4 11 4 11 4 11 4 11 11 11
1 2y(8 8)(1 8 2 3 18 2 3
M 13 3 11 11 |3 11 3 11 3 11 3 11
xR = X =
1 3 3 3 1 8 3 3 1 8 3 3
- = - — —X———X— ——X—4—X—
4 4 11 411411 4 11 4 11
2 2 8 8
_ 3x11 3x11 =i 11 11 =i
~ 1 1 12 _i i 12
4x11 4x11 11 11
Il vient alors :
M”*1:M><N+LM><R:N+1 iR N + 11R
12" 12" 12 12"

La propriété .#, est vraie.

n+1

Conclusion.
La propriété . est vraie pour tout entier naturel n non nul.

VneN*,M":N+iR
12"

3. Déterminer lim M".

N—+o0

Comme ie]—l;l[,ona: lim L = lim 1 =0.
12 n>+012"  no+eo| 12

On en déduit ; IlmiR O, etenfin: lim M”:Iim(N+%R):N+OZ=N.

n—+m0 12" Nn—>-+o0 N—+o0

limM"=N

nN—+o0

3-6
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Exercice N°2,

01

- . 11 0 10
On consideére la matrice M = 0 a eton rappelle M~ =1, = .

1. A la main ou a I’aide de la calculatrice, donner les matrices M?, M?® et M*.

On obtient facilement :

, (0 2y . (-2 2 ., (4 0
ME=| M= D fetmt=| T =

2. Montrer que pour tout entier naturel n,ona: M*" =(-4)"1,.

Pour tout entier naturel n,on a:
M = (M) = (41,) = (=4) (1) = (4] 1,

On a bien :

VneN,M* =(-4)"1,

3. Pour tout entier naturel n, exprimer, en justifiant (un raisonnement par récurrence est
inutile), M" en fonction de g et 1,, M, M? ou M?, ol q est le quotient dans la division

euclidienne de n par 4.
(on distinguera plusieurs cas suivant le reste de la division euclidienne de n par 4)

Comme suggéré, on note  le quotient de la division euclidienne de n par 4.
Dans cette division, le reste r peut prendre les valeurs 0, 1, 2 ou 3.

En utilisant les résultats des questions précédentes, il vient :

Sir=0,0ona:




Mathématiques spécialité TS5-7 —2012-2013
Puissances de matrices Mardi 14 mai 2013

Sir=2,0ona:
0 2(-4)"
Mn=M4q+2=M4qXM2=(4)q|2XM2=(4)qM2:[ ( )J
Sir=3,0na:

MnMwM4qu3(_4)q,zxM3(_4)qM3[—2<—4>‘* 2(—4)‘*]_

Finalement :

Pour tout entier naturel g :

Exercice N°3

-2 1
On considére la matrice C :( . 4).

1. Déterminer deux réels x et y tels que C* =xC + yl,.

-5 2
On obtient facilement : C* :( ] .

-18 7
) , -2 1 10 —2X+Yy X
Par ailleurs, pour tous réels x ety : xC + yl, = x +y =
-9 4 0 1 -9x  4x+y
Onadonc:
-5=-2x
oy X=2
5 -5 2 —2X+Yy X 2=X X=2
C'=xC+yl, = = & &{-5=-4+y<
-18 7 -9X  4x+y —18 =-9x y=-1
7=8+y
7=4x+y
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Finalement :

Cc’=2C-1I,

2. En utilisant cette relation, exprimer C* en fonction de C et de 1,.

Ona:
c? =CZ><C=(2C—|2)><C=2C2—|2><C=2C2—C=2(2C—I2)—C=4C—2I2—C=SC—2I2

c®=3c-2I,

3. A partir des questions 1 et 2, conjecturer, pour tout entier naturel non nul n, I’expression
de la matrice C" en fonction de C et de |, et la démontrer par récurrence.

Ona: C=1xC-0xl, puis, d’apres les questions précédentes : C* =2xC —1x 1, et
C®=3xC-2xl,.

On peut conjecturer : Vne N*,C" =nxC —(n—1)>< l,.

Montrons cette égalité par récurrence.
Onposedonc: .7 : « C"=nxC—(n-1)xI, ».

Initialisation.
On vient de voir que .7, .4 et .4 étaient vraies.

Hérédite.
Soit n un entier naturel non nul quelconque fixé.
On suppose . vraie. Onadonc: C" =n><C—(n—1)>< l,.
Il vient alors :
C“”=C”><C:[n><C—(n—1)xIz]xC=n><Cz—(n—1)><szC:nxCZ—(n—l)xC
:|’l><(2><C—|2)—(n—l)><C:[2n—(n—1)]><C—n><|2:(n+l)><C—[(n+1)—1]><|2

Ainsi, .77, est vraie.

n+1

Conclusion.
La proprieté . est vraie pour tout entier naturel n non nul.

vneN*, C"=nxC—(n-1)xl,




