Mathématiques spécialité TS5 -2012-2013
Divisibilité, division euclidienne Jeudi 7 novembre 2013
et nombres premiers

Vous pouvez traiter les exercices dans I’ordre de votre choix.
Le baréme est donné a titre indicatif.

La calculatrice est autorisée.

Corrigé

[Exercice N°1|

Démontrer (sans raisonnement par récurrence !) que pour tout entier naturel n, les nombres
suivants sont divisibles par 2 et par 3 (une indication : tout entier naturel n est de la forme 3k,
3k+1ou3k+2..):

e n’+1in.

e n(2n+1)(7n+1).

Pour tout entier naturel n, ona: n®+11n= n(n2 +11) .
Si n est pair, il en va de méme du produit n(n’®+11).

Si n est impair, il en va de méme de n?. Mais alors le facteur n? +11 est pair comme somme
de deux entiers impairs. Ainsi, le produit n(n’ +11) est encore pair.

Finalement, quelle que soit la parité de n, le produit n(n2 +11) est pair.

Si n est un multiple de 3 (n =3k ), alors il en va de méme du produit n(n2 +11).

Si n=3k+1,0na: n*+11=(3k+1)" +11=9k* + 6k +1+11=3(3k + 2k +4) qui est donc
divisible par 3.

Enfin,si n=3k+2,0na: n*+11=(3k +2)° +11=9k® +12k + 4 +11= 3(3k2 +4k +5) qui est
donc divisible par 3.

Ainsi, quel que soit le reste de la division euclidienne de n par 3, le produit n(n2 +11) est
divisible par 3.

Finalement :

Pour tout entier naturel n, n®+11n =n(n+11) est divisible par 2 et par 3.
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Si n est pair, il en va de méme du produit n(2n+1)(7n+1).

Supposons maintenant que n soit impair (n=2k +1). n et 2n+1 sont impairs mais
n+1=7(2k +1)+1=14k +8=2(7k +4) est pair.

Dans ce cas, le produit n(2n+1)(7n+1) est encore pair.
Finalement, quelle que soit la parité de n, le produit n(2n+1)(7n+1) est pair.

Si n est un multiple de 3 (n =3k ), alors il en va de méme du produit n(2n+1)(7n+1).
Sin=3k+1,ona: 2n+1=2(3k+1)+1=6k +2+1=3(2k +1) qui est donc divisible par 3.
Enfin,si n=3k+2,0na: 7n+1=7(3k+2)+1=6k +14+1=3(2k +5) qui est donc
divisible par 3.

Ainsi, quel que soit le reste de la division euclidienne de n par 3, le produit n(2n+1)(7n+1)
est divisible par 3.

Finalement :

Pour tout entier naturel n, n(2n+1)(7n+1) est divisible par 2 et par 3.

Exercice N°2

Déterminer la division euclidienne de —422 par —13 :
e En utilisant la définition.
e En déterminant d’abord la division euclidienne de 422 par 13.

Notons classiquement q et r respectivement le quotient et le reste de la division euclidienne de
—422 par —13 : 422 =-13xq+7r avec 0<r <13.

De I’égalité, nous tirons : r =—-422+13q.
L’encadrement de r se récrit alors : 0<-422+13q <13, soit: 422 <13q < 435.
Le seul multiple de 13 dans I'intervalle [422;434] est 33x13=429.On a donc q=33.

Il vient alors : r=-422+13q =-422+13x33=-422+429=7.
Finalement : —422 =-13x33+7.

En procédant de fagon similaire ou en travaillant directement a la calculatrice, on a :
422=13x32+6

Onentire: —422=-13x32-6=-13x32-13+13-6=-13x33+7.
On a ainsi retrouvé le résultat obtenu ci-dessus.

La division euclidienne de —422 par —13 s’écrit : —422 =-13x33+7.




Mathématiques spécialité TS5 -2012-2013
Divisibilité, division euclidienne Jeudi 7 novembre 2013
et nombres premiers

Exercice N°3

=

oo

A I’aide de votre calculatrice, donner les diviseurs positifs de 21 648 et 33 456 dont
I’écriture décimale comporte exactement 4 chiffres.

Déterminer un entier naturel n vérifiant :

L’écriture décimale de n comporte exactement quatre chiffres.
Le reste de la division euclidienne de 21 685 par n est égal a 37.
Le reste de la division euclidienne de 33 509 par n est égal a 53.

Pour 21 648, on obtient : 1 353, 1 804, 1 968, 2 706, 3 608, 5 412 et 7 216.
Pour 33 456, on obtient : 1 394, 1 968, 2 091, 2 788, 4 182, 5 576 et 8 364.

Les diviseurs positifs de 21 648 dont I’écriture décimale comporte exactement quatre
chiffres sont : 1 353, 1 804, 1 968, 2 706, 3 608, 5 412 et 7 216.

Les diviseurs positifs de 33 456 dont I’écriture décimale comporte exactement quatre
chiffres sont : 1 394, 1 968, 2 091, 2 788, 4 182, 5 576 et 8 364.

Le reste de la division euclidienne de 21 685 par n est égal a 37.
Onadonc: 21685=ng+37,dou ng=21685—-37=21648.

L’entier n divise donc 21 648.

Le reste de la division euclidienne de 33 509 par n est égal a 53.
Onadonc: 33509=nqg'+53, d’ou nq'=33509—-53=33456.

L’entier n divise donc 33 456.

On cherche donc un diviseur positif de quatre chiffres des entiers 21 648 et 33 456.
D’aprés la premiére question, il vient immédiatement n=1968 .

Il existe un unique entier naturel n de quatre chiffres
dont le reste de la division euclidienne de 21 685 par n est égal a 37
et dont le reste de la division euclidienne de 33 509 par n est égal a 53.
Cet entier est n =1968.
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Exercice N°4

Soit a un entier naturel.
Développer (a’ +a+1)(a* -a+1).

N

Le nombre a*+a’®+1 peut-il &tre premier ?
En vous aidant des questions précédentes, donner une factorisation de A, =10101.

Généraliser le résultat de la question précédente pour A, =1 00..01 00..01 ou k e N*.

2k-1foisle 2k-1foisle
chiffre"0"  chiffre"0"

= @9

1. Ona:
(a®+a+1)(a’-a+1)=a’x(a’—a+1)+ax(a’—a+1)+1x(a’ —a+1)
—a’xa’-a’xa+a’+axa’—axa+a+a’—-a+1
=a*al el vl >a v +a’ a4l

=a‘+a’+1

VaeN,(az+a+1)(a2—a+1)=a4+a2+1

2. Supposons que a*+a’+1 soit premier.
On a nécessairement a =0 (sans quoi a*+a®+1=1) etdonc —a <a puis
a’—a+l<a’+a+l.

Comme a‘+a’+1=(a’ +a+1)(a’~a-+1), on déduit de ce qui précede :
a’—a+l=leta’—-a+l=a*+a’+1.
Il vient, en tenant compte du fait que a est non nul :
{az—a+1=1 {az—azo {a(a—l):o
& 2SS

2 4 2 4 4 <:>a:1
a“+a+l=a"+a"+1 a=a a —a=0

Le nombre a* +a®+1 est premier si, et seulement si, a=1 et vaut alors 3.

3. A =10101=10 000+100+1=10" +10% +1.
Le nombre A, est donc de la forme a*+a’+1 avec a=10.
D’aprés la question 1, ona: a*+a’+1=(a’+a+1)(a’ —a+1). On en déduit ici :

A, =10101=10" +10° +1= (10’ +10+1)(10° ~10+1) =111x91

A =10101=111x91
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4. Soit A, =100..0100..01 ot ke N*.

2k—1foisle 2k-1foisle
chiffre”0"  chiffre"0"

Pour tout entier naturel k non nul, on peut écrire :
A,=1000..00 +100...0 +1

Y v
(2k=1)+1+ (2k-1)+1 2k-1+1fois le
fois le chiffre "0" chiffre"0"

=1000..00 +100...0+1

N M
4k fois le chiffre"0" 2k fois le
chiffre"0"

=10 +10% +1
= (10k)" +(10k )" +1

En tenant compte de la question 2, il vient alors (a=10") :
A, =100..0100..01
—_— —

2k-1foisle 2k-1foisle
chiffre"0"  chiffre"0"

= (10k )" +(10k) +1
[ (10K)* 10Kk +1]x| (10k)’ ~10k +1]

Wk e N, A, =100..0100..0 1=/ (10k)" +10k +1 || (10k)" ~10k +1]

2k—1foisle 2k-1foisle
chiffre"0"  chiffre"0"

En vous « contentant » de transformer (mais sans I’effectuer !) le calcul A =70°+70+71,
montrer que le nombre A n’est pas premier.

Ona: A=70*+70+71=A=70°+70+70+1=70? +2><70+1=(70+1)2 =71%.
A n’est donc pas premier !

A =71% n’est pas premier.




